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✽ ❚❡st ❛♥❞ ❘❡s✉❧ts ✼✶
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✾ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✽✵
▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s ✽✸
▲✐st ♦❢ ❚❛❜❧❡s ✽✺
❈❤❛♣t❡r ✶
■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
✧❆s ❤✉♠❛♥s✱ ✇❡ ♣❡r❝❡✐✈❡ t❤❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❧❞ ❛r♦✉♥❞
✉s ✇✐t❤ ❛♣♣❛r❡♥t ❡❛s❡✳ ❚❤✐♥❦ ♦❢ ❤♦✇ ✈✐✈✐❞ t❤❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣❡r❝❡♣t ✐s
✇❤❡♥ ②♦✉ ❧♦♦❦ ❛t ❛ ✈❛s❡ ♦❢ ✢♦✇❡rs s✐tt✐♥❣ ♦♥ t❤❡ t❛❜❧❡ ♥❡①t t♦ ②♦✉✳ ❨♦✉ ❝❛♥ t❡❧❧
t❤❡ s❤❛♣❡ ❛♥❞ tr❛♥s❧✉❝❡♥❝② ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❡t❛❧ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s✉❜t❧❡ ♣❛tt❡r♥s ♦❢ ❧✐❣❤t
❛♥❞ s❤❛❞✐♥❣ t❤❛t ♣❧❛② ❛❝r♦ss ✐ts s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ ❡✛♦rt❧❡ss❧② s❡❣♠❡♥t ❡❛❝❤ ✢♦✇❡r
❢r♦♠ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ s❝❡♥❡✳ ▲♦♦❦✐♥❣ ❛t ❛ ❢r❛♠❡❞ ❣r♦✉♣ ♣♦rtr❛✐t✱ ②♦✉
❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❝♦✉♥t ✭❛♥❞ ♥❛♠❡✮ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ♣❡♦♣❧❡ ✐♥ t❤❡ ♣✐❝t✉r❡ ❛♥❞ ❡✈❡♥ ❣✉❡ss ❛t
t❤❡✐r ❡♠♦t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡✐r ❢❛❝✐❛❧ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡✳
❉❡s♣✐t❡ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❛❞✈❛♥❝❡s ✐♥ ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥✱ t❤❡ ❞r❡❛♠ ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❝♦♠✲
♣✉t❡r ✐♥t❡r♣r❡t ❛♥ ✐♠❛❣❡ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ❧❡✈❡❧ ❛s ❛ t✇♦✲②❡❛r ♦❧❞ ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
❝♦✉♥t✐♥❣ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❛♥✐♠❛❧s ✐♥ ❛ ♣✐❝t✉r❡✮ r❡♠❛✐♥s ❡❧✉s✐✈❡✳ ❲❤② ✐s ✈✐s✐♦♥ s♦
❞✐✣❝✉❧t❄ ■♥ ♣❛rt✱ ✐t ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ✈✐s✐♦♥ ✐s ❛♥ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ s❡❡❦
t♦ r❡❝♦✈❡r s♦♠❡ ✉♥❦♥♦✇♥s ❣✐✈❡♥ ✐♥s✉✣❝✐❡♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❢✉❧❧② s♣❡❝✐❢② t❤❡
s♦❧✉t✐♦♥✳ ❲❡ ♠✉st t❤❡r❡❢♦r❡ r❡s♦rt t♦ ♣❤②s✐❝s✲❜❛s❡❞ ❛♥❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧s
t♦ ❞✐s❛♠❜✐❣✉❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ✈✐s✉❛❧
✇♦r❧❞ ✐♥ ❛❧❧ ♦❢ ✐ts r✐❝❤ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s ❛ ✈❡r② ❝♦♠♣❧❡① ♣r♦❜❧❡♠✳
❈♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥ tr✐❡s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✇♦r❧❞ t❤❛t ✇❡ s❡❡ ✐♥ ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ ✐♠❛❣❡s
❛♥❞ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t ✐ts ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ s✉❝❤ ❛s s❤❛♣❡✱ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❝♦❧♦r ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥s✳ ■t ✐s ❛♠❛③✐♥❣ t❤❛t ❤✉♠❛♥s ❛♥❞ ❛♥✐♠❛❧s ❞♦ t❤✐s s♦ ❡✛♦rt❧❡ss❧②✱ ✇❤✐❧❡
❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ s♦ ❡rr♦r ♣r♦♥❡✳ P❡♦♣❧❡ ✇❤♦ ❤❛✈❡ ♥♦t ✇♦r❦❡❞
✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢t❡♥ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳✧
❚❤❡s❡ ❛r❡ t❤❡ ✇♦r❞s ♦❢ ❘✐❝❤❛r❞ ❙③❡❧✐s❦✐✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t r❡s❡❛r❝❤❡r
✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥ ❛r❡❛✳ ❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥ ✐s ❤❛r❞✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s
✶
✐s t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ s②st❡♠ t❤❛t tr✐❡s t♦ ♣✉s❤ ❛ ❧✐tt❧❡ ✉♣ t❤❡ ❧✐♠✐ts ♦❢ t❤❡
str✉❝t✉r❡❞ ❧✐❣❤t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s②st❡♠s✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡
✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❧❛r❣❡ ❛r❡❛s✱ ♦♥ ❛ ✈❡❤✐❝❧❡ t❤❛t ✐s ♠♦✈✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥ ❢❛r t❤❛♥ ♣❡r❢❡❝t
❧✐❣❤t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❙♦♠❡ s♠❛rt ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥
t❤✐s ✇♦r❦ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ q✉❛❧✐t② ❛♥❞ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡ ✸❉ ❘❡❝♦♥✲
str✉❝t✐♦♥✳
❚❤✐s t❤❡s✐s s❤♦✇s t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ ❛ r❛✐❧✇❛② ✐♥❞✉str② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ t❤✐s ✇♦r❦ ❝♦♠❡s ❛s ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡
♣r♦❥❡❝t t❤❛t ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡rs✳ ❆t t❤❡ ♠♦♠❡♥t✱ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t ✐s
✐♥ ✐ts ❡❛r❧② ♣❤❛s❡ ❛♥❞ ✐t ✐s ✐♥ ♣r♦❣r❡ss✳
✶✳✶ ❙t❛t❡✲❖❢✲❚❤❡✲❆rt ❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥ ❆♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥s
❈♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ t♦❞❛② ✐♥ ❛ ✇✐❞❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱
✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡✿
• ❖♣t✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ✭❖❈❘✮✿ r❡❛❞✐♥❣ ❤❛♥❞✇r✐tt❡♥ ♣♦st❛❧ ❝♦❞❡s
♦♥ ❧❡tt❡rs ❛♥❞ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ♥✉♠❜❡r ♣❧❛t❡ r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ✭❆◆P❘✮❀
• ▼❛❝❤✐♥❡ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥✿ r❛♣✐❞ ♣❛rts ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ❢♦r q✉❛❧✐t② ❛ss✉r❛♥❝❡ ✉s✐♥❣
st❡r❡♦ ✈✐s✐♦♥ ✇✐t❤ s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t♦❧❡r❛♥❝❡s ♦♥ ❛✐r✲
❝r❛❢t ✇✐♥❣s ♦r ❛✉t♦ ❜♦❞② ♣❛rts ♦r ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r ❞❡❢❡❝ts ✐♥ st❡❡❧ ❝❛st✐♥❣s
✉s✐♥❣ ❳✲r❛② ✈✐s✐♦♥❀
• ❘❡t❛✐❧✿ ♦❜❥❡❝t r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ❢♦r ❛✉t♦♠❛t❡❞ ❝❤❡❝❦♦✉t ❧❛♥❡s❀
• ✸❉ ♠♦❞❡❧ ❜✉✐❧❞✐♥❣✿ ❢✉❧❧② ❛✉t♦♠❛t❡❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ✸❉ ♠♦❞❡❧s ❢r♦♠
❛❡r✐❛❧ ♣❤♦t♦❣r❛♣❤s ✉s❡❞ ✐♥ s②st❡♠s s✉❝❤ ❛s ❇✐♥❣ ▼❛♣s❀
• ▼❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣✿ r❡❣✐st❡r✐♥❣ ♣r❡✲♦♣❡r❛t✐✈❡ ❛♥❞ ✐♥tr❛✲♦♣❡r❛t✐✈❡ ✐♠❛❣❡r②
♦r ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❧♦♥❣✲t❡r♠ st✉❞✐❡s ♦❢ ♣❡♦♣❧❡✬s ❜r❛✐♥ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❛s t❤❡②
❛❣❡❀
✷
• ❆✉t♦♠♦t✐✈❡ s❛❢❡t②✿ ❞❡t❡❝t✐♥❣ ✉♥❡①♣❡❝t❡❞ ♦❜st❛❝❧❡s s✉❝❤ ❛s ♣❡❞❡str✐❛♥s
♦♥ t❤❡ str❡❡t✱ ✉♥❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❤❡r❡ ❛❝t✐✈❡ ✈✐s✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s s✉❝❤ ❛s
r❛❞❛r ♦r ❧✐❞❛r ❞♦ ♥♦t ✇♦r❦ ✇❡❧❧
• ▼❛t❝❤ ♠♦✈❡✿ ♠❡r❣✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❡r✲❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♠❛❣❡r② ✭❈●■✮ ✇✐t❤ ❧✐✈❡ ❛❝✲
t✐♦♥ ❢♦♦t❛❣❡ ❜② tr❛❝❦✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ s♦✉r❝❡ ✈✐❞❡♦ t♦ ❡st✐♠❛t❡
t❤❡ ✸❉ ❝❛♠❡r❛ ♠♦t✐♦♥ ❛♥❞ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❙✉❝❤ t❡❝❤♥✐q✉❡s
❛r❡ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ ❍♦❧❧②✇♦♦❞❀
• ▼♦t✐♦♥ ❈❛♣t✉r❡✿ ✉s✐♥❣ r❡tr♦✲r❡✢❡❝t✐✈❡ ♠❛r❦❡rs ✈✐❡✇❡❞ ❢r♦♠ ♠✉❧t✐♣❧❡
❝❛♠❡r❛s ♦r ♦t❤❡r ✈✐s✐♦♥✲❜❛s❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ ❝❛♣t✉r❡ ❛❝t♦rs ❢♦r ❝♦♠♣✉t❡r
❛♥✐♠❛t✐♦♥❀
• ❙✉r✈❡✐❧❧❛♥❝❡✿ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ❢♦r ✐♥tr✉❞❡rs✱ ❛♥❛❧②③✐♥❣ ❤✐❣❤✇❛② tr❛✣❝✱ ❛♥❞
♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ♣♦♦❧s ❢♦r ❞r♦✇♥✐♥❣ ✈✐❝t✐♠s❀
• ❋✐♥❣❡r♣r✐♥t r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❜✐♦♠❡tr✐❝s✿ ❢♦r ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❛❝❝❡ss ❛✉t❤❡♥t✐✲
❝❛t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢♦r❡♥s✐❝ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳
❉❛✈✐❞ ▲♦✇❡✬s ❲❡❜ s✐t❡ ♦❢ ✐♥❞✉str✐❛❧ ✈✐s✐♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✭❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❝s✳✉❜❝✳
❝❛✴s♣✐❞❡r✴❧♦✇❡✴✈✐s✐♦♥✳❤t♠❧✮ ❧✐sts ♠❛♥② ♦t❤❡r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥✳
✶✳✷ ❲♦r❦ ❖r❣❛♥✐③❛t✐♦♥
❚❤❡ t❤❡s✐s ✐s str✉❝t✉r❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳
❈❤❛♣t❡r ✷ ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ r❛✐❧✇❛② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✉s❡❢✉❧ t♦ ❞❡✜♥❡
t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✈✐s✐♦♥ s②st❡♠✳ ■t s❤♦✇s t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❝❛r✲
r✐❛❣❡s ❛♥❞ t❤❡ r❛✐❧✇❛② s②st❡♠s t❤❛t ♦✉r ✈✐s✐♦♥ s②st❡♠ ❤❛s t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤✳ ❋r♦♠
t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s✱ ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛ ❧✐st ♦❢ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts t❤❛t ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ s✐③❡ t❤❡
♦♣t✐❝❛❧ ❞❡✈✐❝❡s✳
❈❤❛♣t❡r ✸ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ✈✐s✐♦♥ s②st❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡
♦❢ t❤❡ ♣✐❡❝❡ ♦❢ ❤❛r❞✇❛r❡ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✬s r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✳ ❚❤✐s ✐♥✲
❝❧✉❞❡s ❛❧s♦ t❤❡ t✉♥✐♥❣ ♦❢ s♦♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♠❡❡t t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✳
❈❤❛♣t❡r ✹ ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞
t❤✐s ✇♦r❦✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ♣✐♥❤♦❧❡ ♠♦❞❡❧✱ s♦♠❡ ❝♦♥❝❡♣ts
r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ st❡r❡♦ ✈✐s✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❡♣✐♣♦❧❛r ❣❡♦♠❡tr②✱ ❛♥❞ ❛ ❜r✐❡❢ t❛①♦♥♦♠②
✸
♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r✐♥❣ ❧✐❣❤t s②st❡♠s✳
❈❤❛♣t❡r ✺ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❢♦r t❤❡ ❞✐❣✐t❛❧ ❝❛♠❡r❛ ❛♥❞ ❢♦r ❛
♣r♦❥❡❝t♦r✳ ❚❤✐s ♣❛rt ✐s ❝r✉❝✐❛❧ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛❝❝✉r❛❝② ✐♥ t❤❡ r❡❝♦♥✲
str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡✳
❈❤❛♣t❡r ✻ ❛♥❛❧②③❡s ✐♥ ❞❡t❛✐❧s t❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s✿ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞
❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛ ✸❉ ❙tr✉❝t✉r❡❞ ▲✐❣❤t ❙❝❛♥♥❡r ❢♦r ❧❛r❣❡ ♠♦✈✐♥❣ ❛r❡❛s✳ ❚❤❡
❝❤❛♣t❡r ✇✐❧❧ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ♦❢ ♣❛tt❡r♥ ❞❡t❡❝t✐♦♥✱ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t♦ ♠❛❦❡ ✐t
r♦❜✉st t♦ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ ❧✐❣❤t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ♦❢ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳
❈❤❛♣t❡r ✼ ♠❛❦❡s ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❛❧ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦✳
❚❤✐s ✐♥❝❧✉❞❡s ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ❧❛②❡rs ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱
t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❧✐❜r❛r✐❡s ❛♥❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡s t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ t❤❡ s②st❡♠ ❛♥❞ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡
♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡s ✇✐t❤ ❘❖❙✱ t❤❡ ❘♦❜♦t✐❝ ❖♣❡r❛t✐♥❣ ❙②st❡♠✳
❈❤❛♣t❡r ✽ s❤♦✇s s♦♠❡ t❡sts ❛♥❞ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ❈❤❛♣t❡r ✾ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❡ t❤❡s✐s ✇✐t❤ ❛♥ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦ ❞♦♥❡✱ ❛♥❞
❛ ❧✐st ♦❢ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ❛♥❞ ❣♦❛❧ ❢♦r ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✳
✹
❈❤❛♣t❡r ✷
Pr♦❜❧❡♠ ❉❡✜♥✐t✐♦♥
■♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❛ ❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥ ❙②st❡♠ r❡❧❛t❡❞
t♦ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✿ ❛ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ s②st❡♠ ❢♦r t❤❡ r❛✐❧✇❛② ✐♥❞✉str②✳
❚❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ ♦r❞✐♥❛r② ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ r❛✐❧✇❛② ✐♥❞✉str② ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜②
t❤❡ ❝♦rr❡❝t ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛t❡r❛❧ tr❛✐♥✬s ❝♦❛❝❤✇♦r❦ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♣❛rt✱
✇❤❡r❡ tr❛✐♥s ❝♦♥t❛✐♥ ❝r✉❝✐❛❧ s②st❡♠ s✉❝❤ ❛s ❝♦♦❧✐♥❣ ❣r✐❞s✱ ❜r❛❦❡s✱ ❛♥❞ s♦ ♦♥✳
■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❜❡✐♥❣ ❛❜❧❡ t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ❜✐❣❣❡st ♣♦ss✐❜❧❡ s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛✐♥
✇✐t❤ ❛ ✜①❡❞ ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥ s②st❡♠ ♠❛①✐♠✐③❡s s♣❡❡❞ ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❛
✜①❡❞ s❡♥s✐♥❣ s②st❡♠ ♥❡✐t❤❡r ♥❡❡❞s ♦♣❡r❛t♦rs ♠♦✈✐♥❣ ✐t✱ ♥♦r st♦♣♣✐♥❣ t❤❡ tr❛✐♥
t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥✳
❚❤✐s ✐s t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞
t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❱✐s✐♦♥ ❙②st❡♠✳
✷✳✶ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠
❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❞❡✜♥❡ ❝❧❡❛r❧② t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ tr❛✐♥✳ ❚❤✉s✱ t❤❡
❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥ ❙②st❡♠ ❤❡❛✈✐❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s
♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ r❡❝♦✈❡r t❤❡ ❧❛r❣❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❛r❡❛
✇✐t❤ ♦♥❡ s✐♥❣❧❡ ❢r❛♠❡✳ ❚♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ t❡r♠ ❧❛r❣❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❛r❡❛ ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t
t♦ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛ tr❛✐♥ ❝♦❛❝❤✇♦r❦✳
✺
✷✳✶✳✶ ▲♦❛❞✐♥❣ ●❛✉❣❡
❚❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ❣❛✉❣❡ ✭✐♥ ■t❛❧✐❛♥ ✧❙❛❣♦♠❛ ▲✐♠✐t❡✧✮ ✐s ❛ ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ t❤❛t ❞❡✜♥❡s
t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❤❡✐❣❤t ❛♥❞ ✇✐❞t❤ ❢♦r r❛✐❧✇❛② ✈❡❤✐❝❧❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ❧♦❛❞ t♦ ❡♥s✉r❡
s❛❢❡ ♣❛ss❛❣❡ t❤r♦✉❣❤ ❜r✐❞❣❡s✱ t✉♥♥❡❧s ❛♥❞ ♦t❤❡r str✉❝t✉r❡s✳ ❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ❣❛✉❣❡ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ ♥♦t ♦♥❧② t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛s♣❡❝t✱ ❜✉t
❛❧s♦ ✈✐❜r❛t✐♦♥s ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✱ ❞✉♠♣❡rs✱ t♦❧❡r❛♥❝❡s ❛♥❞ s❛❢❡t② ❞✐st❛♥❝❡s✳ ❆t t❤❡
♣r❡s❡♥t✱ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ✐s s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ■t❛❧✐❛♥✱
✇❤✐❝❤ ✐s ♠♦r❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ■t❛❧✐❛♥ ❛♥❞ t❤❡ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣
❣❛✉❣❡
❆s ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✱ t❤❡ ❝❛rr✐❛❣❡ ♠✉st ♥♦t ❜❡ t❛❧❧❡r t❤❛♥ 4, 28m
❢r♦♠ t❤❡ ✐r♦♥ ♣❧❛♥❡ ❛♥❞ ♥♦t ❜❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ 3, 15m✳ ❚❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❢✉❧
❜❡❝❛✉s❡ ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❜♦① ♦❢ ❝❛rr✐❛❣❡s✱ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠
❞✐st❛♥❝❡s ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ♣❧❛❝❡ t❤❡ ✈✐s✐♦♥ s②st❡♠ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡✳ ▼♦r❡✲
♦✈❡r✱ ✐t ❣✐✈❡s ✉s ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❝❛rr✐❛❣❡ t❤❛t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t
t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳
✻
✷✳✶✳✷ ❈❛rr✐❛❣❡s ❉✐♠❡♥s✐♦♥s ❛♥❞ ❈❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s
❚❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ s❡❝t✐♦♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✲ ✐✳❡✳✱ ❤❡✐❣❤t ❛♥❞ ✇✐❞t❤ ✲ ♦❢ ❝❛rr✐❛❣❡s
❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❞♦❝✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡
✈❡❤✐❝❧❡ ❝❛❧❧❡❞ ✧▼✐♥✉❡tt♦✧✳
❚❤❡s❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ❋r♦♥t❛❧ s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ✧▼✐♥✉❡tt♦✧✳
❚❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ tr❛✐♥✱ ❢r♦♠ t❤❡ ✇❤❡❡❧ t♦ t❤❡ ✐♠♣❡r✐❛❧✱ ✐s ❡q✉❛❧ t♦
4230 ♠♠✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦❛❝❤✇♦r❦ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ 2950 ♠♠✳
❚❤❡ t♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❡❛❝❤ ✧▼✐♥✉❡tt♦✧ ♠♦❞✉❧❡ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ 51900♠♠✱ ❛♥❞ ✐t ✐s
❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② t✇♦ tr❛❝t✐♦♥ ✉♥✐ts ❛♥❞ ❛ ❝❛rr✐❛❣❡ ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡✳ ❚❤❡ ✐♠♣❡r✐❛❧ ♦❢
t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ✐s ♥♦t ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❜✉t ✐t ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② ❛ s❡t ♦❢ ❜♦①❡s✱ ❡q✉✐♣♣❡❞
✇✐t❤ ❞♦♦rs ♦r ❣r✐❞s✱ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ s♦♠❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♣♦✇❡r s❝❤❡♠❡s✳
✼
❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ ▲❛t❡r❛❧ s❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✧▼✐♥✉❡tt♦✧ ♠♦❞✉❧❡✳
✷✳✷ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t✐❡s
❚❤❡ ✈✐s✐♦♥ s②st❡♠ ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❡r✐❛❧✱ t❤❡ ❧❛t❡r❛❧
s✉r❢❛❝❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♣❛rt ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ tr❛✐♥✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤❡
s②st❡♠ ✐s t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ✈✐s✉❛❧ ❞♦❝✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛✐♥✱ ✐♥t❡❣r❛t❡ ✐t ✇✐t❤ ❛
♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✱ ❝♦♠♣❛r❡ ✐t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ❈❆❉ ♠♦❞❡❧ ♦r ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
♠♦❞❡❧ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❛❝q✉✐r❡❞✳
❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s t♦ ❞❡t❡❝t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❛♠❛❣❡s✱ ❢❛✐❧✉r❡s ❛♥❞ ❝r✐t✐❝❛❧
❢❛❝t♦rs r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛rr✐❛❣❡✳
❚❤❡ ✜♥❛❧ s②st❡♠ ♠✉st ♣r♦✈✐❞❡ ♠❡t❤♦❞s t♦✿
• ❉❡t❡❝t ❞❛♠❛❣❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ r❡❧❡✈❛♥t s✉r❢❛❝❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s❀
• ❉❡t❡❝t ❢❛✐❧✉r❡s ❛t t❤❡ ❝♦♦❧✐♥❣ ❣r✐❞s ♦♥ t❤❡ ✐♠♣❡r✐❛❧ ♦❢ t❤❡ tr❛❝t✐♦♥ ✉♥✐t❀
• ❉❡t❡❝t t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♦❧✐♥❣ ❣r✐❞s❀
• ❉❡t❡❝t ●r❛✣t✐❀
▼♦r❡♦✈❡r✱ t♦ ♠❛❦❡ ❡❛s✐❡r t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ tr❛✐♥ t❤❡ s②st❡♠ ❤❛s t♦ ♣r♦✈✐❞❡
♠❡t❤♦❞s t♦✿
• ❘❡❝♦❣♥✐③❡ t❤❡ s❡r✐❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ❝❛rr✐❛❣❡s ❛♥❞ t❤❡ tr❛❝t✐♦♥ ✉♥✐t
• ■♥❞✐✈✐❞✉❛t❡ ❜✐❣ ♠♦✈❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❜♦①❡s ✐♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ tr❛✐♥
• ❉❡t❡❝t t❤❡ ❞❡t❛❝❤♠❡♥t ♦r t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ✢❡①✐❜❧❡ ♣❛rts ✭❝❛❜❧❡s✱ t✉❜❡s✮
• ❉❡t❡❝t ❣❧❛ss ❞❛♠❛❣❡s
✽
✷✳✸ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ▼❛♣
❲✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t✐❡s✱ t❤❡ s②st❡♠ ❤❛s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
♠♦❞✉❧❡s✿
• ❆ ✸❉ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❙②st❡♠
• ❆ ✸❉ ▼❛t❝❤✐♥❣ ❙②st❡♠
• ❆ s②st❡♠ t♦ ❛❧✐❣♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✸❉ ♣❛t❝❤❡s
• ❆ s②st❡♠ t♦ ❛❧✐❣♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛♠❡r❛ ❢r❛♠❡s✿ ❛ s♦rt ♦❢ ❜✐r❞✬s ❡②❡ ✈✐❡✇ ♦❢
t❤❡ ❡♥t✐r❡ tr❛✐♥
• ❆ ✷❉ ▼❛t❝❤✐♥❣ ❙②st❡♠
❚♦ ❜❡ ❝❧❡❛r❡r✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♠❛♣ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡s ✐♥
❛ t❛❜❧❡✱ t❤❛t ✐s s❤♦✇♥ ❜❡❧♦✇✿
✸❉ ❘❡❝✳ ✸❉ ▼❛t❝❤ ✸❉ ❆❧✐❣♥ ✷❉ ▼❛t❝❤ ✷❉ ❆❧✐❣♥
❙✉r❢❛❝❡ ❉❛♠❛❣❡s ① ① ①
❉❡t❛❝❤♠❡♥t ♦❢ ✢❡①✳♣❛rts ① ① ①
❈♦♦❧✐♥❣ ●r✐❞s ① ① ①
Pr♦t❡❝t✐♦♥ ❇♦①❡s ① ① ①
❉♦♦rs ① ① ①
●r❛✣t✐ ① ①
●❧❛ss ❉❛♠❛❣❡s ① ①
❙❡r✐❛❧ ◆✉♠❜❡r ❙❝❛♥ ① ①
❚❛❜❧❡ ✷✳✶✿ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ▼❛♣✿ t❤✐s t❛❜❧❡ s❤♦✇s t❤❡ ♠♦❞✉❧❡s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣
t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t✐❡s
❚❤✐s t❤❡s✐s s❤♦✇s ❤♦✇ t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ✸❉ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❙②st❡♠✱
s✐♥❝❡ t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t✐❡s r❡q✉✐r❡ t❤✐s ♠♦❞✉❧❡ ❛♥❞ ✐s t❤❡ ♠♦r❡
❝♦♠♣❧❡① ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✳ ■t s❤♦✇s ❛♥ ✐♥♥♦✈❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r t❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡
❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❛ ✸❉ ❙tr✉❝t✉r❡❞ ▲✐❣❤t ❙❝❛♥♥❡r✱ ✐♥ t❤❡ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♦❢
t❤❡ s♦❢t✇❛r❡✬s ♣✐♣❡❧✐♥❡ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳
✾
❈❤❛♣t❡r ✸
❙②st❡♠ ❛♥❞ P❛r❛♠❡t❡r ❉❡s✐❣♥
❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♠❛❞❡ ❢♦r t❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡ s❡❧❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡ ❛
❧♦t ♦❢ ❞❡✈✐❝❡s ✇✐t❤ ♠❛♥② ❞✐✛❡r❡♥t ❛ttr✐❜✉t❡s ❛♥❞ s♣❡❝✐❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦✈❡r
t❤❡ ♠❛r❦❡t✱ ✇❡ ♠❛❞❡ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ t❤❛t ✜ts ❜❡st ♦✉r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❛s❡✳ ■♥ ♦r❞❡r
t♦ ♠♦t✐✈❛t❡ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ s❡❧❡❝t✐♦♥✱ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❧✐sts t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦❢
t❤❡ ✈✐s✐♦♥ s②st❡♠ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❜r✐❡❢ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥✐♥❣
♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳
✸✳✶ ❘❡q✉✐r❡♠❡♥ts
❚❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥ s②st❡♠ ❛r❡✿
• ❖♥❡ ❢r❛♠❡ ♠✉st ❝♦✈❡r ❛♥ ❛r❡❛ ♦❢ ❛t ❧❡❛st ❧❡♥❣t❤ 5♠✱ ❛♥❞ ❤❡✐❣❤t 5♠✳
• ❚❤❡ s②st❡♠ ♠✉st ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ tr❛✐♥ ✇❤✐❧❡ ✐t ✐s ♠♦✈✐♥❣ ❛t ❛ s♣❡❡❞ ♦❢ 5♠✴s✳
• ❚❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♠✉st ❜❡ ❞♦♥❡ ♦✛✲❧✐♥❡✳
• ❚❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ❞❡♣t❤ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❝❡♥✲
t✐♠❡t❡rs✳
❚❤❡ ✜rst r❡q✉✐r❡♠❡♥t ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ t❤❡
❝❤❛♣t❡r ✷✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢r♦♠ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ✧▼✐♥✉❡tt♦✧ ❝❛rr✐❛❣❡✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t tr❛✐♥s tr❛✈❡❧ ❛t ♠♦st ❛t t❤❛t s♣❡❡❞
✐♥s✐❞❡ t❤❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ s✐t❡✱ ✐✳❡✳✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♣❧❛❝❡ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡ t❤✐r❞
♦♥❡ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❤✉❣❡ ❛♥❞ ✐t ✐s✱ ❛t
✶✵
t❤❡ ♠♦♠❡♥t✱ ❜♦t❤ ✉♥r❡❛❧✐st✐❝ ❛♥❞ ✉♥♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✐♥
r❡❛❧✲t✐♠❡✳ ❚❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✿
t❤♦✉❣❤ ❡①t❡r♥❛❧ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❛ ❝❛rr✐❛❣❡ ♠❛② ❤❛✈❡ s♦♠❡ ✈❡r② s♠❛❧❧ ❞❡❢❡❝ts✱ ❛❝t✉❛❧❧②
t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❢✉♥❝t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ tr❛✐♥✳
✸✳✷ ❍❛r❞✇❛r❡ ❙❡❧❡❝t✐♦♥
✸✳✷✳✶ ❉✐❣✐t❛❧ ❈❛♠❡r❛
❇❛s✐❝ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s
❚❤❡ t❡r♠ ❞✐❣✐t❛❧ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❞♦ ♥♦t ✉s❡ ❛♥②♠♦r❡ t❤❡ ✜❧♠ t♦ ❝❛♣✲
t✉r❡ ❛♥ ✐♠❛❣❡✳ ❉✐❣✐t❛❧ ❝❛♠❡r❛s ✉s❡ ❛ ♣❤♦t♦s❡♥s♦r✳ ❚❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ✐s t❤❡
❈❤❛r❣❡ ❈♦✉♣❧❡❞ ❉❡✈✐❝❡ s❡♥s♦r ✭❈❈❉✮✳ ❖t❤❡r t②♣❡s ♦❢ s❡♥s♦rs ❛r❡ t❤❡ ❈▼❖❙✳
❚❤❡s❡ s❡♥s♦rs ❝❛♥♥♦t ❣✐✈❡ ❛♥② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❝♦❧♦rs ❜② t❤❡♠s❡❧✈❡s✳ ❋♦r
t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ❝♦❧♦r ❞✐❣✐t❛❧ ❝❛♠❡r❛s ✉s❡ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ✜❧t❡r✳ ❚❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ✐s
t❤❡ ❇❛②❡r ❋✐❧t❡r✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❇❛②❡r ❋✐❧t❡r
❆ ❇❛②❡r ✜❧t❡r ✐s ❛ ❝♦❧♦r ✜❧t❡r ❛rr❛② ❢♦r ❛rr❛♥❣✐♥❣ ❘●❇ ❝♦❧♦r ✜❧t❡rs ♦♥ ❛ sq✉❛r❡
❣r✐❞ ♦❢ ♣❤♦t♦s❡♥s♦rs✳ ❚❤❡ ✜❧t❡r ♣❛tt❡r♥ ✐s 50% ❣r❡❡♥✱ 25% r❡❞ ❛♥❞ 25% ❜❧✉❡✳
■t ✉s❡s t✇✐❝❡ ❛s ♠❛♥② ❣r❡❡♥ ❡❧❡♠❡♥ts ❛s r❡❞ ♦r ❜❧✉❡ t♦ ♠✐♠✐❝ t❤❡ ♣❤②s✐♦❧♦❣② ♦❢
t❤❡ ❤✉♠❛♥ ❡②❡✳ ❚❤❡ ❧✉♠✐♥❛♥❝❡ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤✉♠❛♥ r❡t✐♥❛ ✉s❡s ❛ ❝♦♠❜✐✲
♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❡ ❝❡❧❧s✱ ❞✉r✐♥❣ ❞❛②❧✐❣❤t ✈✐s✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♠♦st s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ❣r❡❡♥
❧✐❣❤t✳
✶✶
❚❤❡ r❛✇ ♦✉t♣✉t ♦❢ ❇❛②❡r✲✜❧t❡r ❝❛♠❡r❛s ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❛ ❇❛②❡r ♣❛tt❡r♥ ✐♠❛❣❡✳
❙✐♥❝❡ ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ ✐s ✜❧t❡r❡❞ t♦ r❡❝♦r❞ ♦♥❧② ♦♥❡ ♦❢ t❤r❡❡ ❝♦❧♦rs✱ t❤❡ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❡❛❝❤
♣✐①❡❧ ❝❛♥♥♦t ❢✉❧❧② s♣❡❝✐❢② ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ r❡❞✱ ❣r❡❡♥✱ ❛♥❞ ❜❧✉❡ ✈❛❧✉❡s ♦♥ ✐ts ♦✇♥✳
❚♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❢✉❧❧✲❝♦❧♦r ✐♠❛❣❡✱ ✈❛r✐♦✉s ❞❡♠♦s❛✐❝✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦
✐♥t❡r♣♦❧❛t❡ ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♠♣❧❡t❡ r❡❞✱ ❣r❡❡♥✱ ❛♥❞ ❜❧✉❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧✳ ❚❤❡s❡
❛❧❣♦r✐t❤♠s ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ♣✐①❡❧s ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦❧♦rs t♦
❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣✐①❡❧✳
❖♥❝❡ t❤❡ ❧✐❣❤t ❢r♦♠ ❛ s❝❡♥❡ r❡❛❝❤❡s t❤❡ ❝❛♠❡r❛✱ ✐t ♠✉st st✐❧❧ ♣❛ss t❤r♦✉❣❤
t❤❡ ❧❡♥s ❜❡❢♦r❡ r❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡ s❡♥s♦r✳ ❋♦r ♠❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✐t s✉✣❝❡s t♦ tr❡❛t
t❤❡ ❧❡♥s ❛s ❛♥ ✐❞❡❛❧ ♣✐♥❤♦❧❡ t❤❛t s✐♠♣❧② ♣r♦❥❡❝ts ❛❧❧ r❛②s t❤r♦✉❣❤ ❛ ❝♦♠♠♦♥
❝❡♥t❡r ♦❢ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦♣t✐❝ s②st❡♠ ♦❢ ❛ ❝❛♠❡r❛ ❤❛s s❡✈❡r❛❧ ❢❡❛t✉r❡s✿
• ❋♦❝❛❧ ▲❡♥❣t❤
• ❋✐❡❧❞ ♦❢ ❱✐❡✇
• ❆♣❡rt✉r❡
❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ❆ t❤✐♥ ❧❡♥s ♦❢ ❢♦❝❛❧ ❧❡♥❣t❤ ❢ ❢♦❝✉s❡s t❤❡ ❧✐❣❤t ❢r♦♠ ❛ ♣❧❛♥❡ ❛ ❞✐st❛♥❝❡
zo ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ t❤❡ ❧❡♥s ❛t ❛ ❞✐st❛♥❝❡ zi ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ❧❡♥s✱ ✇❤❡r❡
1
zo
+ 1
zi
= 1
f
✳
■❢ t❤❡ ❢♦❝❛❧ ♣❧❛♥❡ ✭✈❡rt✐❝❛❧ ❣r❛② ❧✐♥❡ ♥❡①t t♦ c✮ ✐s ♠♦✈❡❞ ❢♦r✇❛r❞✱ t❤❡ ✐♠❛❣❡s
❛r❡ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ✐♥ ❢♦❝✉s ❛♥❞ t❤❡ ❝✐r❝❧❡ ♦❢ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ c ✭s♠❛❧❧ t❤✐❝❦ ❧✐♥❡ s❡❣♠❡♥ts✮
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡ ♠♦t✐♦♥ ∆zi r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❧❡♥s
❛♣❡rt✉r❡ ❞✐❛♠❡t❡r d✳ ❚❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ✈✐❡✇ ✭❢✳♦✳✈✳✮ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ s❡♥s♦r ✇✐❞t❤ W ❛♥❞ t❤❡ ❢♦❝❛❧ ❧❡♥❣t❤ f ✭♦r✱ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ ❢♦❝✉s✐♥❣
❞✐st❛♥❝❡ zi ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s✉❛❧❧② q✉✐t❡ ❝❧♦s❡ t♦ f ✮✳
❋♦❝❛❧ ❧❡♥❣t❤ ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥ ♠♠ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣♦✐♥t✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡
♣♦✐♥t ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❧✐❣❤t r❛②s ❝♦♠❜✐♥❡ ✐♥ t❤❡ ❧❡♥s✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡♥s♦r✳ ❚❤❡ ■♠❛❣❡
✶✷
✸✳✷ s❤♦✇s ❛ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❜❛s✐❝ ❧❡♥s ♠♦❞❡❧✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ t❤✐♥ ❧❡♥s ❝♦♠♣♦s❡❞
♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣✐❡❝❡ ♦❢ ❣❧❛ss ✇✐t❤ ✈❡r② ❧♦✇✱ ❡q✉❛❧ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦♥ ❜♦t❤ s✐❞❡s✳ ❆❝❝♦r❞✲
✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧❡♥s ❧❛✇ ✭✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ✉s✐♥❣ s✐♠♣❧❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛r❣✉♠❡♥ts
♦♥ ❧✐❣❤t r❛② r❡❢r❛❝t✐♦♥✮✱ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ ❛♥ ♦❜❥❡❝t zo
❛♥❞ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ❧❡♥s ❛t ✇❤✐❝❤ ❛ ❢♦❝✉s❡❞ ✐♠❛❣❡ ✐s ❢♦r♠❡❞ zi ❝❛♥ ❜❡
❡①♣r❡ss❡❞ ❛s
1
z0
+
1
zi
=
1
f
✭✸✳✶✮
✇❤❡r❡ f ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❢♦❝❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❧❡♥s✳
❚❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ✈✐❡✇ ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛s
θ ≈ tan−1
(
W
f
)
✭✸✳✷✮
❚❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ t♦ ❝❛♣t✉r❡ ❛ ❢r❛♠❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ s❤✉tt❡r ♦❢ t❤❡ ❝❛♠❡r❛✱ t❤❛t
✐s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② t❤❡ s❡♥s♦r ✐ts❡❧❢✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ❜♦t❤ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s r❡❝♦r❞ ❧✐❣❤t ❢♦r
t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❞✉r❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❡①♣♦s✉r❡ t✐♠❡✱ ♥♦t ❡✈❡r② ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡
st❛rts ❛♥❞ st♦♣s r❡❝❡✐✈✐♥❣ ❧✐❣❤t ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳ ❉✐❣✐t❛❧ ❝❛♠❡r❛s ❝♦♠❡s ✇✐t❤
t✇♦ ♠❛✐♥ t②♣❡s ♦❢ s❤✉tt❡r✿ r♦❧❧✐♥❣ ❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧ s❤✉tt❡r✳ ❚❤❡ r♦❧❧✐♥❣ s❤✉tt❡r ❞♦❡s
♥♦t ❡①♣♦s❡ ❛❧❧ t❤❡ ♣❤♦t♦s✐t❡s✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ s❡♥s♦r✱ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳
❚❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ s❤✉tt❡r ✐s ♥♦t ❛❞❡q✉❛t❡ ❢♦r r❡❝♦r❞✐♥❣ ♠♦✈✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts✳ ❚❤❡ ❣❧♦❜❛❧
s❤✉tt❡r ❝♦♥tr♦❧s ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❧✐❣❤t t♦ ❛❧❧ ♣❤♦t♦s✐t❡s s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳ ❆t ❛♥② ❣✐✈❡♥
♣♦✐♥t ✐♥ t✐♠❡✱ ❛❧❧ ♣❤♦t♦s✐t❡s ❛r❡ ❡✐t❤❡r ❡q✉❛❧❧② ❝❧♦s❡❞ ♦r ❡q✉❛❧❧② ♦♣❡♥✳ ❆ ❣❧♦❜❛❧
s❤✉tt❡r ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ♠♦st ❛❝❝✉r❛t❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥✱ ❛♥❞
❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❛❞❞r❡ss❡s ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ r♦❧❧✐♥❣ s❤✉tt❡r ❛rt✐❢❛❝ts✳
❚②♣❡ ♦❢ ❈❛♠❡r❛
❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ❝❛♠❡r❛ ✐♥ t❤❡ ♠❛r❦❡t✿ ♠❛tr✐① ❜❛s❡❞ ❛♥❞ ❧✐♥❡ ❜❛s❡❞✳ ❆s
t❤❡ ♥❛♠❡ s✉❣❣❡sts✱ ♠❛tr✐① ❜❛s❡❞ ❝❛♠❡r❛s ❝❛♣t✉r❡ ❛♥ ❡♥t✐r❡ ❛r❡❛ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②
✇❤✐❧❡ ❧✐♥❡ ❜❛s❡❞ ❝❛♠❡r❛s ❣✐✈❡ ♦♥❧② ❛ ❧✐♥❡✳ ❆ ▲✐♥❡ ❇❛s❡❞ ❈❛♠❡r❛ ❙②st❡♠ ✐s ♠♦r❡
❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ t♦ ❞❡s✐❣♥✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♥❡❡❞s ❛ ♣r❡❝✐s❡ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❛♥❞
❛ tr✐❣❣❡r✐♥❣ s②st❡♠ t♦ s②♥❝❤r♦♥✐③❡ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ s♣❡❡❞
♦❢ t❤❡ ♠♦✈✐♥❣ ♦❜❥❡❝t✳
❋♦r t❤❡s❡ r❡❛s♦♥s ✇❡ ❝❤♦♦s❡ t♦ s❡❧❡❝t ❛ ♠❛tr✐① ❜❛s❡❞ ❝❛♠❡r❛✳
✶✸
❘❡s♦❧✉t✐♦♥
❚❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ❜❛s❡❞ ❢r❛♠❡s ✈❛r✐❡s ❢r♦♠ ✷ ▼❡❣❛P✐①❡❧✭▼P✮ t♦
✷✺▼P✱ ❛♥❞ ✐t ✐s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ ❝♦✈❡r ❛♥ ❛r❡❛ ❢r♦♠ 1mm2 t♦ 25mm2 ♣❡r ♣✐①❡❧✳
❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❛ ❝♦♠♠♦♥ s❡♥s♦r ✇✐t❤ ❛ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ 1920×1200 ♠❛② ❝♦✈❡r
❛♥ ❛r❡❛ ♦❢ 5m× 5m ✇✐t❤ ❛ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛❜♦✉t 2.5mm ♣❡r ♣✐①❡❧ ❢♦r t❤❡ ✇✐❞t❤
❛♥❞ 4mm ❢♦r t❤❡ ❤❡✐❣❤t✳ ❚❤✐s ✐s ♥❡❛r t❤❡ ❧✐♠✐ts ♦❢ ♦✉r r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✱ ❤❡♥❝❡ ✇❡
❞❡❝✐❞❡❞ t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛ s❡♥s♦r ✇✐t❤ ❛ ❜❡tt❡r r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❛ s❡♥s♦r ✇✐t❤ ❛
❢r❛♠❡ ♦❢ 5000× 5000 ♣✐①❡❧s ♠❛② ❤❛✈❡ ❛ ❧❛t❡r❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ 1mm✳
❲❡ ❝❤♦♦s❡ ❛ s❡♥s♦r ✇✐t❤ ❛ ❢r❛♠❡ s✐③❡ ♦❢ 4096 × 3072px ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛ ✇✐❞t❤
r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛❜♦✉t 1mm ❛♥❞ ❛♥ ❤❡✐❣❤t r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ 1.5mm✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ t❤✐s
❝❤♦✐❝❡ ❤❛s ❛ ♠❛❥♦r ❞r❛✇❜❛❝❦✿ t❤❡ ❞❛t❛ s✐③❡✳ ❆ s✐♥❣❧❡ ❘●❇ ❢r❛♠❡ ❤❛s ❛ s✐③❡ ♦❢
4096× 3072× 3 ❜②t❡s✱ 36▼❇✳
❋r❛♠❡ ❘❛t❡
❋r♦♠ t❤❡ t❤✐r❞ r❡q✉✐r❡♠❡♥t✱ t❤❡ s②st❡♠ ♠✉st ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝❛♣t✉r❡✱ ✇✐t❤♦✉t
❜❧✉rr✐♥❣ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ✇✐t❤ s♦♠❡ ♣❛rt✐❛❧❧② ♦✈❡r❧❛♣♣❡❞ ❛r❡❛s✱ ❛ tr❛✐♥ t❤❛t ✐s
♠♦✈✐♥❣ ❛t t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ 5♠✴s✳ ❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst r❡q✉✐r❡♠❡♥t✱ ✇❡ ❦♥♦✇
t❤❛t ❛ s✐♥❣❧❡ ❢r❛♠❡ ❝♦♥t❛✐♥s ❛♥ ❛r❡❛ ♦❢ 5m× 5m✳
❚❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ ♥❡❡❞s ❛ ♣❛rt✐❛❧❧② ♦✈❡r❧❛♣♣❡❞ ❛r❡❛ ❜❡t✇❡❡♥
t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❢r❛♠❡s t♦ st✐t❝❤ t❤❡ ❢r❛♠❡s ✐♥ ❛♥ ✉♥✐q✉❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥t✐r❡
tr❛✐♥✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛❧❧♦✇❡❞ ❢r❛♠❡ r❛t❡ ✐s 2❢♣s✳ ■t ♠✉st ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❛t t❤❡
tr❛✐♥ ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♥st❛♥t ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ♠❛② ❡①❝❡❡❞ t❤❡ s♣❡❡❞ ❧✐♠✐t✳
❉❛t❛ ❚r❛♥s❢❡r ❘❛t❡
▲✐♥❦✐♥❣ t❤❡ ❋r❛♠❡ ❘❛t❡✬s r❡s✉❧t ✇✐t❤ t❤❡ ❞❛t❛ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ s❡♥s♦r✱ ✇❡
♥❡❡❞ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❛t❛ tr❛♥s❢❡r r❛t❡ ♦❢ ❛❜♦✉t 72 ▼❇♣s ♦r 576▼❜♣s✳ ❚❤✐s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❛❧ ❞❡s✐❣♥✳
❊①♣♦s✉r❡ ❚✐♠❡
❚❤❡ ❡①♣♦s✉r❡ t✐♠❡ ✐s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t✐♠❡ t❤❡ s❤✉tt❡r r❡♠❛✐♥s ♦♣❡♥❡❞✳ ❇✐❣❣❡r
t❤❡ ❡①♣♦s✉r❡ t✐♠❡✱ ❜✐❣❣❡r t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❧✐❣❤t t❤❛t str✐❦❡s t❤❡ s❡♥s♦r✳ ❚❤❡ ✜♥❡
t✉♥✐♥❣ ♦❢ t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r ❝❛♥ ❛❧❧♦✇ t♦ ♦❜t❛✐♥ s❤❛r♣ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ♠♦✈✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts✳
■♥ ❢❛❝t✱ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❜❧✉r ♦❢ 5♠♠ ♦❢ t❤❡ ♠♦✈✐♥❣ ♦❜❥❡❝t✱ t❤❛t tr❛✈❡❧s ❛t t❤❡ s♣❡❡❞
✶✹
♦❢ 5♠✴s ✐t ✐s ♥❡❡❞❡❞ ❛♥ ❡①♣♦s✉r❡ t✐♠❡ ♦❢ ❛❜♦✉t 1♠s✳
❚♦ t❡st t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ✇❡ ❞✐❞ s♦♠❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛t t❤❡ ❧❛❜♦r❛t♦r②✱ ✇✐t❤ ❛ ❢r❡❡✲
❢❛❧❧✐♥❣ ♦❜❥❡❝t✳ ❲❡ ❝❛♣t✉r❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r❛♠❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①♣♦s✉r❡ t✐♠❡s✿
10♠s✱ 5♠s✱ ❛♥❞ 1♠s✳ ❚❤❡ ♣✐❝t✉r❡s s❤♦✇s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❧✉rs ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝❤❛♥❣✲
✐♥❣ t❤❡ ❡①♣♦s✉r❡ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛♠❡r❛✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ✶✵♠s ❊①♣♦✲
s✉r❡ ❚✐♠❡
❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ ✺♠s ❊①♣♦✲
s✉r❡ ❚✐♠❡
❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ ✶♠s ❊①♣♦✲
s✉r❡ ❚✐♠❡
❙❤✉tt❡r ❚②♣❡
❋r♦♠ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡❝❡❞❡♥t ♣❛r❛❣r❛♣❤ ❛♥❞ t❤❡ t❤✐r❞ r❡q✉✐r❡✲
♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ❧✐st✱ t❤❡ ❜❡st ❝❤♦✐❝❡ ✐s t♦ ✉s❡ ❛ ❝❛♠❡r❛ ✇✐t❤ ❛ ❣❧♦❜❛❧ s❤✉tt❡r✳
❈❛♠❡r❛ ▲❡♥s
❚❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡st ❝❛♠❡r❛ ❧❡♥s t♦ ✉s❡ ✐s ♥♦t s♦ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❛s t❤❡
s❤✉tt❡r✬s✳ ▲❡♥s❡s ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❞✐st♦rt✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡✐r s♣❤❡r✐❝❛❧
❣❡♦♠❡tr②✳ ❚❤❡ ❞✐st♦rt✐♦♥s ❛r❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ✐♥ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✬s
s❡❝t✐♦♥✳ ❚♦ r❡❞✉❝❡ t❤✐s ❡✛❡❝t✱ ❝❛♠❡r❛ ❧❡♥s❡s ❛r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② ❛ s❡t ♦❢ ❧❡♥s❡s
♣❧❛❝❡❞ ✐♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ t❤✐s ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ ❤✉❣❡ ❝♦st ♦❢ t❤✐s ❞❡✈✐❝❡s✳
❆t t❤❡ ♠♦♠❡♥t ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ❛s ♠✉❝❤ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❡ ❞✐st♦rt✐♦♥s✳
❚♦ ❝❤♦♦s❡ ❛ ❝❛♠❡r❛ ❧❡♥s t❤❛t ♠❡❡ts t❤❡ ✜rst r❡q✉✐r❡♠❡♥t ✇❡ ♠✉st ✐♠♣♦s❡ ❛
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✈✐s✐♦♥ s②st❡♠✿ ✐t ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ s♣❡❝✐❢② t❤❡
❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ tr❛✐♥✳ ■t ❤❛s s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ s②st❡♠✱ ❢♦r s❡❝✉r✐t② r❡❛s♦♥s✱ ♠✉st
❜❡ ♣❧❛❝❡❞ ❛t ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ 2.5♠ ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ tr❛✐♥✳
◆♦✇✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ✜❡❧❞ ♦❢ ✈✐❡✇✳ ❆♥❞ ❜② ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ s✐♠✐❧❛r
✶✺
tr✐❛♥❣❧❡s ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ t❤❛t
W
f
≈
5
2.5
= 2 ✭✸✳✸✮
✇❤❡r❡ W ✐s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s❡♥s♦r✱ ❛♥❞ f ✐s t❤❡ ❢♦❝❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❧❡♥s✳
❍❡♥❝❡ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❡ ❢♦❝❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❧❡♥s ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
s❡♥s♦r✬s s✐③❡✱ ❛s
f ≈
W
2
✭✸✳✹✮
❈❤♦s❡♥ ❈❛♠❡r❛
P✉tt✐♥❣ t♦❣❡t❤❡r t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s t❤❛t t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❤❛s t♦ ❤❛✈❡ t♦ ♠❡❡t t❤❡
r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✈✐s✐♦♥ s②st❡♠ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿
• ❚②♣❡ ♦❢ ❈❛♠❡r❛✿ ▼❛tr✐① ❈❛♠❡r❛
• ❘❡s♦❧✉t✐♦♥✿ ✹✵✾✻ ① ✸✵✼✷
• ❋r❛♠❡ ❘❛t❡✿ ❛t ❧❡❛st ✷ ❋P❙
• ❉❛t❛ ❚r❛♥s❢❡r ❘❛t❡✿ ❛t ❧❡❛st ✺✼✻ ▼❜♣s
• ❊①♣♦s✉r❡ ❚✐♠❡✿ ❛t ♠♦st ✶♠s
• ❙❤✉tt❡r✿ ●❧♦❜❛❧ ❙❤✉tt❡r
• ❈❛♠❡r❛ ▲❡♥s t❤❛t ✐♥tr♦❞✉❝❡s ✈❡r② s♠❛❧❧ ❞✐st♦rt✐♦♥s
• ❈❛♠❡r❛ ▲❡♥s ✇✐t❤ ❛ ❢♦❝❛❧ ❧❡♥❣t❤ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ s❡♥s♦r✬s s✐③❡
❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡s❡ ❛ttr✐❜✉t❡s ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❤♦s❡♥ t❤❡ ❊♠❡r❣❡♥t ❱✐s✐♦♥ ❚❡❝❤✲
♥♦❧♦❣✐❡s ❍❚✲✶✷✵✵✵ ✶✵ ●✐❣❊ ❈❛♠❡r❛✱ t❤❛t ❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✿
• ❚②♣❡ ♦❢ ❈❛♠❡r❛✿ ▼❛tr✐① ❈❛♠❡r❛
• ❘❡s♦❧✉t✐♦♥✿ ✹✵✾✻ ① ✸✵✼✷
• ❋r❛♠❡ ❘❛t❡✿ ♠❛① ✸✵ ❋P❙ ✐♥ ❘●❇ ♠♦❞❡
• ❉❛t❛ ❚r❛♥s❢❡r ❘❛t❡✿ ✶✵ ●❜♣s
• ❊①♣♦s✉r❡ ❚✐♠❡s✿ ❢r♦♠ ✸✵ µs t♦ ✶s
✶✻
❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✿ ❚❤❡ ❊♠❡r❣❡♥t ❱✐s✐♦♥ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❍❚✲✶✷✵✵✵ ✶✵ ●✐❣❊ ❈❛♠❡r❛
• ❙❤✉tt❡r✿ ●❧♦❜❛❧ ❙❤✉tt❡r
• ✷✽♠♠ ❈▼❖❙ s❡♥s♦r
✶✼
✸✳✷✳✷ Pr♦❥❡❝t♦r
❇❛s✐❝ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s
❚❤❡ ❜❛s✐❝ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t♦r ❛r❡ ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss t❤❡ s❛♠❡ ♦❢ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡
❝❛♠❡r❛✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❛ ♣r♦❥❡❝t♦r ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛♥ ✐♥✈❡rt❡❞ ❝❛♠❡r❛✿ ✐♥st❡❛❞ ♦❢
❝❛♣t✉r✐♥❣ ♣❤♦t♦♥s✱ ✐t ❡♠✐ts ❧✐❣❤t r❛②s✳
❖♣t✐❝s
❚♦ ♠❡❡t t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ♦❢ ❝♦✈❡r ❛♥ ❤❡✐❣❤t ♦❢ ❛❜♦✉t 5♠ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞
❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐❝s✳ ❚❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s t❤❛t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐s t❤❡
t❤r♦✇ r❛t✐♦✳ Pr♦❥❡❝t♦rs t❤❛t ❝❛♥ ♣r♦❥❡❝t ❜✐❣ ❛r❡❛s ❢r♦♠ ❛ s♠❛❧❧ ❞✐st❛♥❝❡ ❛r❡
❝❛❧❧❡❞ s❤♦rt✲t❤r♦✇✱ ❛♥❞ t❤❡② ❤❛✈❡ ❛ t❤r♦✇ r❛t✐♦ ❧❡ss t❤❛♥ ✶✳ ❚❤❡ t❤r♦✇ r❛t✐♦ ✐s
❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✿ Pr♦❥❡❝t♦r ❚❤r♦✇ ❉✐st❛♥❝❡
❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t♦r ❢r♦♠ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❛♥❞
t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❛r❡❛✳
❋r♦♠ t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ ♥❡❡❞s ❛ ♣r♦❥❡❝t♦r ✇✐t❤ ❛ t❤r♦✇
r❛t✐♦ ♦❢ ❛t ❧❡❛st 0.5✱ ♦r ❛ r❛❝❦ ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② t✇♦ ♣r♦❥❡❝t♦rs✱ ♦♥❡ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ♦t❤❡r✱
✇✐t❤ t❤r♦✇ r❛t✐♦ ♦❢ ❛❜♦✉t 1✳
❉▲P✱ ❙tr♦❜♦ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥
■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❝♦❧♦r ❛♥❞ ❧✉♠✐♥❛♥❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡
t♦ ❜❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞✱ ✐t ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❛❧t❡r♥❛t❡ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♣❛tt❡r♥✳ ❚❤✐s ✐s
✇❤❛t str♦❜♦s❝♦♣✐❝ s②st❡♠s ❞♦✳ ■♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t ✇❡ tr✐❡❞ ❛
✶✽
str♦❜♦s❝♦♣✐❝ s②st❡♠ ❛♥❞ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✐t t♦ ❛ ❉▲P ♣r♦❥❡❝t♦r✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s
❤❛s ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ ✇✐t❤ ❛♥ ❡①♣♦s✉r❡ t✐♠❡ ♦❢ 200µs✳ ❲❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐❝✬s
♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ str♦❜♦s❝♦♣✐❝ s②st❡♠ ✇❛s ♥♦t ❡♥♦✉❣❤ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r♦❜✉st❧② s❡♣❛r❛t❡
t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✳ ❚❤❡ ♣✐❝t✉r❡s ❜❡❧♦✇ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢
t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✿ ❋r♦♠ t❤❡ ♣✐❝t✉r❡ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t ❛ ♥♦r♠❛❧ ❉▲P Pr♦❥❡❝t♦r
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Projector-Camera Grid Detection Detail Exposure 200us
❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✿ ❚❤❡ ❣r❛②❧❡✈❡❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❉▲P Pr♦❥❡❝t♦r✿ ✐t
❤❛s ❜❡❡♥ ❛♥❛❧②③❡❞ ❛ ❧✐♥❡ ♦❢ ❛ ❞❡t❛✐❧ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧
t♦ t❤❡ ♣❛tt❡r♥
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Strobo-Camera Grid Detection Detail Exposure 200us
❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✿ ❚❤❡ ❣r❛②❧❡✈❡❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❙tr♦❜♦✿ ✐t ❤❛s
❜❡❡♥ ❛♥❛❧②③❡❞ ❛ ❧✐♥❡ ♦❢ ❛ ❞❡t❛✐❧ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦
t❤❡ ♣❛tt❡r♥
♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ str♦❜♦s❝♦♣✐❝ s②st❡♠✿ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❉▲P ✐s ❛❜♦✉t 3% ✇❤✐❧❡
t❤❡ ♠❡❛♥ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ str♦❜♦ ✐s ❛❜♦✉t 1%✳ ❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥
✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❤♦s❡♥ t♦ ✇♦r❦ ✇✐t❤ ❛ ❉▲P Pr♦❥❡❝t♦r✳
✶✾
❈❤❛♣t❡r ✹
❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞
❆♠♦♥❣ ❛❧❧ s❡♥s♦r✐❛❧ ❛❝t✐✈✐t✐❡s✱ ✈✐s✐♦♥ ✐s ✇✐❞❡❧② r❡❝♦❣♥✐③❡❞ ❛s t❤❡ s❡♥s❡ ✇✐t❤
♠♦r❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s✳ ❱✐s✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ r✐❝❤❡st ♦♥❡✳
❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥ ✐s t❤❡ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ✐♠❛❣❡s ❛♥❛❧②s✐s ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠✲
♣✉t❡rs ❛✐❞✳ ❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥ ❤❛s str♦♥❣ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❛♥❞
❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❧♦♦s❡r ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ♣❤②s✐❝s✱ ♣s②❝❤♦❧♦❣② ♦❢ ♣❡r❝❡♣✲
t✐♦♥ ❛♥❞ ♥❡✉r♦s❝✐❡♥❝❡s✳
❈♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥ ❞♦❡s♥✬t tr② t♦ r❡♣❧② t❤❡ ❤✉♠❛♥ ✈✐s✐♦♥ s②st❡♠✳ ❚❤❡r❡ ✐s
❛♥ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ✧❤❛r❞✇❛r❡✧✳
❈♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❡r ●r❛♣❤✲
✐❝s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤✱ ✉s✐♥❣✿
• s❝❡♥❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✱
• s❝❡♥❡ r❛❞✐♦♠❡tr✐❝ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✭❧✐❣❤t s♦✉r❝❡s ❛♥❞ ♦♣t✐❝❛❧ s✉r❢❛❝❡ ♣r♦♣❡r✲
t✐❡s✮✱
• ❝♦♠♣❧❡t❡ ✈✐s✉❛❧ ❞❡✈✐❝❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✭❝❛♠❡r❛✮✱
t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡r tr✐❡s t♦ ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ ✷❉ ✐♠❛❣❡ s❡❡♥ ❜② t❤❡ ❝❛♠❡r❛✳
❈♦♠♣✉t❡r ●r❛♣❤✐❝s s②st❡♠s ❛r❡ ♥♦t ②❡t ♣❡r❢❡❝t✱ ❜✉t ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡
❛ ✈❡r② ❣♦♦❞ ✐❧❧✉s✐♦♥ ♦❢ r❡❛❧✐t②✳
■♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥ ✇❡ tr② t♦ ❞♦ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡✿ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✇♦r❧❞ t❤❛t ✇❡
s❡❡ ✐♥ ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ ✐♠❛❣❡s ❛♥❞ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t ❛♥❞ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✐ts ♣r♦♣❡rt✐❡s✱
❧✐❦❡ t❤❡ s❤❛♣❡✱ t❤❡ ❝♦❧♦r ❛♥❞ t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ♣❡♦♣❧❡ ❛♥❞ ♦❜❥❡❝ts ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡
s❝❡♥❡ s❡❡♥✳
✷✵
◆♦✇❛❞❛②s ❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥ ✐s ②❡t ❛♥ ♦♣❡♥ ✜❡❧❞✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❡r♠s ♦❢
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❞ ❢✉❧❧ s❝❡♥❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣✳ ❙♦ ♠❛♥② ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥
❛❧❣♦r✐t❤♠s ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ❧❡✈❡❧s ✭❢r♦♠ ❢❡❛t✉r❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ♦❜❥❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥
t♦ ♣❡♦♣❧❡ s❦❡❧❡t♦♥ tr❛❝❦✐♥❣✮ st✐❧❧ r❡♠❛✐♥ ❜r✐tt❧❡ ❛♥❞ ❝❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ r♦❜✉st❧② ♦♥❧②
✉♥❞❡r r❡str✐❝t✐✈❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❞✉r✐♥❣ ❞❛② r❛t❤❡r t❤❛♥ ♥✐❣❤t✱ ❜❡tt❡r ✇✐t❤ ❞✐✛✉s❡
❧✐❣❤t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ♥♦ s❤❛❞♦✇s✮✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤❡s❡ t❤✐♥❣s✱ ❡✈❡r② ❞❛② ❛ s♠❛❧❧
✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐s ❞♦♥❡ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐st ♦❢ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❛♥❞ ❝♦♥s✉♠❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢
❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥ ❤❛s ❜❡❝❛♠❡ ❛❧r❡❛❞② ❧♦♥❣✳
✹✳✶ ❈❛♠❡r❛ ❉❡✈✐❝❡
❚❤❡ s✐♠♣❧❡st ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛ ❈❛♠❡r❛✱ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥✱ ✐s ❝❡rt❛✐♥❧②
t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ P✐♥ ❍♦❧❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛ ❝❛♠❡r❛✳ ■ts ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♠♣✉t❡
t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s t❤❛t ♠❛♣s ✸❉ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ r❡❛❧ ✇♦r❧❞ ♣♦✐♥ts ✐♥t♦ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✷❉ ✐♠❛❣❡ ♣♦✐♥ts s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② ♣✐①❡❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳
✹✳✶✳✶ P✐♥✲❤♦❧❡ ❝❛♠❡r❛ ♠♦❞❡❧
❙✐♠♣❧✐✜❡❞ ▼♦❞❡❧ ▲❡t ✉s ❜❡❣✐♥ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡
{C} ✭❋✐❣✳ ✹✳✶✮ ✇✐t❤ ✐ts ♦r✐❣✐♥ ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ C ✭❈❛♠❡r❛ ❖♣t✐❝❛❧ ❈❡♥t❡r✮ ❛♥❞ ✇✐t❤
t❤❡ zC ❛①✐s ♦r✐❡♥t❡❞ ❧✐❦❡ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ♦♣t✐❝❛❧ ❛①✐s✳ ❆ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡ s♦ ♣❧❛❝❡❞
❛♥❞ s♦ ♦r✐❡♥t❡❞ ✐s ❝❛❧❧❡❞ st❛♥❞❛r❞ ❝❛♠❡r❛ ❢r❛♠❡✳ ■♥✐t✐❛❧❧② t❤❡ ✇♦r❧❞ ❢r❛♠❡ {0}
❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❢r❛♠❡ {C}✳ ■♥ ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ t❤❡
st❛♥❞❛r❞ ❢r❛♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ✇♦r❧❞ ❢r❛♠❡ ❛r❡ ♥♦t ❥♦✐♥❡❞✱ ✇❡✬❧❧ s❡❡ t❤✐s ✐♥ t❤❡ ♥❡①t
♣❛r❛❣r❛♣❤ ✇❤❡♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♣✐♥✲❤♦❧❡ ♠♦❞❡❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✳
❚❤❡♥ ✐t ✐s ✉s❡❢✉❧ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥♦t❤❡r r❡❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠ (x, y) ❢♦r t❤❡ ✐♠❛❣❡
♣❧❛♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♣♦✐♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❛①❡s ♦r✐❡♥t❡❞
❧✐❦❡ xC ❛♥❞ yC ✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ ♣♦✐♥t P ✇✐t❤ ✇♦r❧❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s P = [X, Y, Z]
T ❛♥❞
✐ts ✐♠❛❣❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t p ✇✐t❤ ✐♠❛❣❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♣ = [x, y]T ✳
❯s✐♥❣ s✐♠✐❧❛r tr✐❛♥❣❧❡s✱ ✐t ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❧❛✲
t✐♦♥s✿
x =
X
Z
f
y =
Y
Z
f
✭✹✳✶✮
✷✶
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ P✐♥✲❤♦❧❡ ❝❛♠❡r❛ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡ ✐s ❢ ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ t❤❡
❝❛♠❡r❛✬s ♦r✐❣✐♥ ❛♥❞ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ♥♦♥✲✐♥✈❡rt❡❞ ✐♠❛❣❡ ✐s ❢♦r♠❡❞✳ ❚❤❡ ✇♦r❧❞ ❢r❛♠❡
✐s ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✇❛②✱ t❤✐s ❢r❛♠❡ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❝❛❧❧❡❞ st❛♥❞❛r❞ ❝❛♠❡r❛ ❢r❛♠❡
❚❤✐s ✐s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ tr❛♥s❢♦r♠✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❝❧❡❛r❧② ♥♦t ❧✐♥❡❛r ✭❝❛✉s❡❞
❜② t❤❡ ❞✐✈✐s✐♦♥ ❢♦r Z✮✳ ■♥st❡❛❞✱ ✉s✐♥❣ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥
❜❡❝♦♠❡s ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ ✉s✉❛❧ ♠❛tr✐① ❛❧❣❡❜r❛✳ ❙♦✱ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞
♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s✿
Z


x
y
1

 =


fX
fY
Z

 =


f 0 0 0
0 f 0 0
0 0 1 0




X
Y
Z
1

 ✭✹✳✷✮
■♥ t❡r♠s ♦❢ ♠❛tr✐❝❡s ✇❡ ❤❛✈❡✿
p˜ = CP˜ ✭✹✳✸✮
♦r✱ ❜❡tt❡r✿
p˜ ≃ CP˜ ✭✹✳✹✮
✇❤❡r❡ ≃ ♠❡❛♥s ✧❡q✉❛❧ ✉♥❧❡ss ❛ s❝❛❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r✧✱ ❛♥❞ ❈ ✐s ❛ ✸①✹ ♠❛tr✐① ❦♥♦✇♥
❛s t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ♠❛tr✐①✳ ◆♦t❡ t❤❛t P˜ ✐s P˜C ✱ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t ✇✐t❤
✷✷
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❢r❛♠❡✳ ■♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥ t❤✐s ♠❛tr✐① ✐s ♦❢t❡♥ ❢❛❝t♦r❡❞
✐♥ t✇♦ ♠❛tr✐❝❡s✿
p˜ =


f 0 0
0 f 0
0 0 1




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

 P˜ ✭✹✳✺✮
✇❤❡r❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠❛tr✐① ✐s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♠❛tr✐①✱ Π✳
❈♦♠♣❧❡t❡ ▼♦❞❡❧ ■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❛♠❡r❛ ♠♦❞❡❧ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞♦♥❡ s❡✈❡r❛❧ s✐♠✲
♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ ❛♥❞ ✉s❡❢✉❧ ❝❛♠❡r❛ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡
♥❡❡❞ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡s❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣♦✐♥ts✿
• ❚❤❡ ♣✐①❡❧❧❛t✐♦♥✱ ❡✈❡r② ❝❛♠❡r❛ ✐s ❜✉✐❧t ✉♣ ♦❢ ♠❛♥② s♠❛❧❧ ♣❤♦t♦ s❡♥s♦rs✱
t❤❡ t♦t❛❧✐t② ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦♠♣♦s❡ ❛ ❈❈❉ ♠❛tr✐①✳ ❲❡ ♠✉st t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t
✐ts s✐③❡✱ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❝❡♥t❡r ✭❋✐❣✳
✹✳✷ ✮
• ❚♦ r❡♠♦✈❡ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ ✇♦r❧❞ ❢r❛♠❡ ♣❧❛❝❡❞ ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❡❞ ❛s t❤❡
❝❛♠❡r❛ st❛♥❞❛r❞ ❢r❛♠❡✳ ❲❡ ♥❡❡❞ t♦ ❛❞❞ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠❛tr✐①
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❝❛♠❡r❛ ❛♥❞ ✇♦r❧❞ ❢r❛♠❡s ✭❋✐❣✳ ✹✳✸✮✳
• ❚♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✉s❡ ♦❢ r❡❛❧ ❧❡♥s❡s ✇✐t❤ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡
❧✐❣❤t r❛②s t❤❛t ♣❛ss ♥♦t ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ❧❡♥s ❝❡♥t❡r ✭❋✐❣✳ ✹✳✹✮✳
■♥tr✐♥s✐❝ P❛r❛♠❡t❡rs ■♥ ❛ ❞✐❣✐t❛❧ ❝❛♠❡r❛ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡ ✐s ❛ WXH
❣r✐❞ ♦❢ ❧✐❣❤t s❡♥s✐t✐✈❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❝❛❧❧❡❞ ♣❤♦t♦s✐t❡s t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❞✐r❡❝t❧② t♦
t❤❡ ♣✐❝t✉r❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✭♦r ♣✐①❡❧s✮ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳✹✳✷✳ ❚❤❡ ♣✐①❡❧s
❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛r❡ ❛ ✷✲✈❡❝t♦r (u, v) ♦❢ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡rs ❛♥❞ ❜② ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ t❤❡
♦r✐❣✐♥ ✐s ❛t t❤❡ t♦♣✲❧❡❢t ❝♦r♥❡r ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♣✐①❡❧ ❝♦♦r❞✐✲
♥❛t❡s ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡ ❜② ❛♥ ❛✣♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t t❛❦❡s ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❝❡♥t❡r tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s❝❛❧✐♥❣
❛❧♦♥❣ ✉ ❛♥❞ ✈ ❛①✐s✿
u = f
x
ρw
+ u0
v = f
y
ρh
+ v0
✭✹✳✻✮
✷✸
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ P✐♥✲❤♦❧❡ ❝❛♠❡r❛ ♠♦❞❡❧✱ ❛ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥
❝♦♥t❛✐♥s ❞✐s❝r❡t❡ ♣✐①❡❧
❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✇♦r❧❞ ❢r❛♠❡ ❞♦❡s♥✬t ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❢r❛♠❡
✇❤❡r❡ ρw ❛♥❞ ρh ❛r❡ t❤❡ ✇✐❞t❤ ❛♥❞ ❤❡✐❣❤t ♦❢ ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛♥❞ (u0, v0)
❛r❡ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♣♦✐♥t ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ t❤❡ ♣♦✐♥t ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❛①✐s ✐♥t❡rs❡❝ts
t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡✳
✷✹
❯s✐♥❣ t❤✐s ❛✣♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
p˜ =


f/ρw 0 u0 0
0 f/ρh v0 0
0 0 1 0

 P˜ = K[I|0]P˜ = KΠP˜ ✭✹✳✼✮
✇❤❡r❡ ❑ ✐s t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ♠❛tr✐① ♦r✱ ❛❣❛✐♥✱ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ♠❛tr✐①✿
K =


f/ρw 0 u0
0 f/ρh v0
0 0 1

 ✭✹✳✽✮
❲❡ ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡ αu = f/ρw ❛♥❞ αv = f/ρh✱ t❤❡② r❡♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ❢♦❝❛❧ ❧❡♥❣t❤✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣✐①❡❧s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ p˜ ✐s ♥♦✇
❡①♣r❡ss❡❞ ✇✐t❤ (u, v) ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ❚❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡
♥❡✇ ❈❛♠❡r❛ ♠❛tr✐① ❑ ❛r❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦✉r✿ αu, αv, u0, v0✳
❆ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐❞❡rs ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ θ✱ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡✲
t✇❡❡♥ u ❛♥❞ v ✐♠❛❣❡ ❛①✐s ✭♥♦r♠❛❧❧② θ = pi/2✮✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♥♦t❤❡r
♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ♠❛tr✐① K✱ t❤❡ s❤❡❛r✐♥❣ ❢❛❝t♦r ♦r s❦❡✇ ♣❛r❛♠❡t❡r
s = cot(θ)✿
K =


f/ρw s u0
0 f/ρh v0
0 0 1

 ✭✹✳✾✮
❍♦✇❡✈❡r t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ♥♦t s♦ ♠✉❝❤ ✉s❡❞✱ ✉s✉❛❧❧②✱ ❝❛♠❡r❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
❣✐✈❡ ❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ αu, αv, u0, v0 ♣❛r❛♠❡t❡rs s✉♣♣♦s✐♥❣ θ = pi/2✳
❊①tr✐♥s✐❝ P❛r❛♠❡t❡rs ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❛t ✇♦r❧❞
❛♥❞ ❝❛♠❡r❛ ❢r❛♠❡s ❞♦♥✬t ❝♦✐♥❝✐❞❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ r✐❣✐❞ tr❛♥s❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ t❤❛t ❝♦♥♥❡❝ts t❤❡s❡ t✇♦ ❢r❛♠❡s ✭❋✐❣✳ ✹✳✸✮✳
❯s✉❛❧❧② t❤❡ ❦♥♦✇♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ✐s ✿ wTc
✶ ❆❞❞✐♥❣
✶❲❡ ❛r❡ ❤❡r❡ ✉s✐♥❣ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♠♦♥ ♥♦t❛t✐♦♥ ✐♥ r♦❜♦t✐❝s✳ ❚❤✐s ✐s ✉s❡❞ ✐♥ ❘♦❜♦t✐❝s✱
▼♦❞❡❧❧✐st✐❝✱ P❧❛♥♥✐♥❣ ❛♥❞ ❈♦♥tr♦❧✱ ❙✐❝✐❧✐❛♥♦✱ ❙❝✐❛✈✐❝❝♦✳ wTc ❤❛s ❢♦r ❝♦❧✉♠♥s t❤❡ c✲❢r❛♠❡
✈❡rs♦rs ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ✇♦r❧❞ ❢r❛♠❡ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s t♦ ❡①♣r❡ss ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ✈❡❝t♦r p ❢r♦♠ ❝❛♠❡r❛ ❢r❛♠❡
t♦ ✇♦r❧❞ ❢r❛♠❡✱ ✜♥❛❧❧② ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ r✐❣✐❞ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ❜r✐♥❣s ✇♦r❧❞ ❢r❛♠❡ ♦♥ ❝❛♠❡r❛
❢r❛♠❡
✷✺
t❤❡ ❢r❛♠❡ s✉♣❡rs❝r✐♣ts✱ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✹✳✼ ❜❡❝♦♠❡s✿
p˜ = KΠP˜ c ✭✹✳✶✵✮
❛♥❞ ✐t ❢♦❧❧♦✇s✿
p˜ = KΠ(wTc)
−1P˜w = KΠcTwP˜
w ✭✹✳✶✶✮
✇❤❡r❡ cTw ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❡①tr✐♥s✐❝ ❝❛♠❡r❛ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✐♥ ❢❛❝t t❤❡ ✸①✸ r♦t❛t✐♦♥❛❧
♠❛tr✐① ❛♥❞ t❤❡ ✸①✶ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ t❤❡ ❡①tr✐♥s✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳
❊q✉❛t✐♦♥ ✹✳✶✶ ❢✉❧❧② ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ✸❉ r❡❛❧ ✇♦r❧❞ ♣♦✐♥t t♦ ❛ ✷❉
♣✐①❡❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♣♦✐♥t ❢♦r t❤❡ ✐❞❡❛❧ ♣✐♥❤♦❧❡ ❝❛♠❡r❛ ♠♦❞❡❧✳
❉✐st♦rt✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❚❤❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥❧② ♠♦❞❡❧s t❤❡ ❧✐♥✲
❡❛r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ r❡❛❧ ❝❛♠❡r❛s ✉s❡ ❧❡♥s❡s ❛♥❞
s✉✛❡r ❢r♦♠ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❞✐st♦rt✐♦♥✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢
t❤❡ ❧❡♥s❡s✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♠❛❣❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss ❞✐st♦rt❡❞ ✭❋✐❣✳ ✹✳✹✮✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ❘❛❞✐❛❧ ❉✐st♦rt✐♦♥ ✐♥ ❧❡♥s❡s✿ r❛②s t❤❛t ♣❛ss ♥♦t ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ❝❡♥t❡r
❛r❡ ❜❡♥t t♦♦ ♠✉❝❤✱ t❤✉s sq✉❛r❡ s✐❞❡s ❛♣♣❡❛r r♦✉♥❞❡❞
❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♥❛rr♦✇ ✜❡❧❞ ♦❢ ✈✐❡✇ ❧❡♥s❡s t❡♥❞ t♦ ❤❛✈❡ s♠❛❧❧❡r ❞✐st♦rt✐♦♥s
t❤❛♥ ✇✐❞❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ✈✐❡✇ ❧❡♥s❡s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✉s❡ ✐♠❛❣❡s ❢♦r ✸❉ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ✐t
✐s ✉s✉❛❧❧② ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ t❤♦s❡ ❞✐st♦rt✐♦♥s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞
✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ ❛ r❡❛❧ ✇♦r❧❞ ♣♦✐♥t ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ❜❡❢♦r❡
♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ t❤❡♠ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❝❛♠❡r❛ ♠❛tr✐①✳ ❯s✉❛❧❧②✱ ❛ ❞✐st♦rt✐♦♥ ♠♦❞❡❧
✐♥❝❧✉❞✐♥❣ r❛❞✐❛❧ ❛♥❞ t❛♥❣❡♥t✐❛❧ ❞✐st♦rt✐♦♥s ✐s ✉s❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠
❞✐st♦rt❡❞ ✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s (u, v) t♦ ✉♥❞✐st♦rt❡❞ ✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s
✷✻
(ud, vd) ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿(
ud
vd
)
=
(
u(1 + d1r
2 + d2r
4 + d5r
6)
v(1 + d1r
2 + d2r
4 + d5r
6)
)
+
(
2d3uv + d4(r
2 + 2u2)
d3(r
2 + 2v2) + d4uv
)
✭✹✳✶✷✮
✇✐t❤ r2 = u2 + v2✳ ❚❤❡ ✜rst ❝♦♥tr✐❜✉t❡ ✐s t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❞✐st♦rt✐♦♥✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞
♦♥❡ t❤❡ t❛♥❣❡♥t✐❛❧ ❞✐st♦rt✐♦♥✳
❯s✉❛❧❧②✱ t❤❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ✐♥ ❛ ✈❡❝t♦r ❉✱ t❤❛t ✐s ❤♦✇ ❛
❝♦♠♠♦♥ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ t♦♦❧ ✭❧✐❦❡ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ t♦♦❧s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❖♣❡♥❈❱ ❧✐❜r❛r②✮
♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❙♦♠❡t✐♠❡s d5 ✐s ♦♠✐tt❡❞✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥
❤♦✇ ♠✉❝❤ ❛❝❝✉r❛❝② ✐s ♥❡❡❞❡❞✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✉s❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✹✳✶✷ t♦
✉♥❞✐st♦rt ❛♥ ✐♠❛❣❡✱ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤✐s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞♦♥❡ r❡❛❧ t✐♠❡❀ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣r❡❝♦♠♣✉t❡
❛ ❧♦♦❦✉♣ t❛❜❧❡ ✇✐t❤ ❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛♥❞ t❤❡♥ t♦ ✉♥❞✐st♦rt ✐♠❛❣❡s r❡❛❧
t✐♠❡✳
❙✉♠♠❛r✐③✐♥❣✱ ✉s✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ✹✳✶✶ ❛♥❞ ✹✳✶✷ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❣♦ ❢r♦♠ ♣✐①❡❧
❝♦♦r❞✐♥❛t❡s t♦ ✸❉ r❡❛❧ ✇♦r❧❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✇❤✐❧❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♥❣ ❢♦r ❧❡♥s ❞✐st♦r✲
t✐♦♥✳
✷✼
✹✳✷ ❙t❡r❡♦ ❱✐s✐♦♥
❙t❡r❡♦ ✈✐s✐♦♥ ✐s ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❤✉♠❛♥ ✈✐s✐♦♥ s②st❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ♣❡r❝❡✐✈❡
❞❡♣t❤ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛ s❝❡♥❡✳ ❚❤❡ ❤✉♠❛♥ ✈✐s✐♦♥ s②st❡♠ ♦❜t❛✐♥s t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t
✐♠❛❣❡s ♦❢ ❛ s❝❡♥❡ ❢r♦♠ t❤❡ s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ✈✐❡✇s ♦❢ t❤❡ ❡②❡s ❛♥❞ ✐♥t❡r♣r❡ts t❤❡
✐♠❛❣❡s ❢♦r ❞❡♣t❤ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥✳ ❇❡❝❛✉s❡ ❞❡♣t❤ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r❢✉❧
❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❤✉♠❛♥ ✈✐s✐♦♥ s②st❡♠✱ st❡r❡♦ ✈✐s✐♦♥ ❤❛s ♠❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛r❡❛s✱
s✉❝❤ ❛s t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✭✸❉✮ s❝❡♥❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ♦❜❥❡❝t r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥✱ ❡♥t❡r✲
t❛✐♥♠❡♥t✱ r♦❜♦t ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥✱ ❡t❝✳ ❚♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❞❡♣t❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❝❡♥❡
❢r♦♠ ❛ ♣❛✐r ♦❢ ✐♠❛❣❡s✱ ✐t ♥❡❡❞s t♦ s♦❧✈❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❤❡r❡♥t ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ st❡r❡♦
✈✐s✐♦♥✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠✳
❇❡❝❛✉s❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ st❡r❡♦ ✈✐s✐♦♥✱ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s
♦❢ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ✐♥t♦ t❤❡ ♣❧❛♥❡s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♠❛❣❡
❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❞❡t❡r✲
♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✳ ❙♦❧✈✐♥❣ t❤❡
st❡r❡♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❝❛❧❧❡❞ st❡r❡♦ ♠❛t❝❤✐♥❣✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ st❡r❡♦
♠❛t❝❤✐♥❣ ✐s ❝♦♠♠♦♥❧② r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ❞✐s♣❛r✐t② ♠❛♣ ✇❤♦s❡ ✐♥t❡♥s✐t② r❡♣✲
r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♠❛❣❡ ♣♦✐♥ts✱ ❝❛❧❧❡❞
❞✐s♣❛r✐t②✳
❋✐♥❞✐♥❣ st❡r❡♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s ♥❡❡❞s ❛ ❤✉❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ❋♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡ ✐s N × M ✱ ❛ ❜r✉t❡ ❢♦r❝❡ ❛♣♣r♦❛❝❤
❢♦r ❢♥❞✐♥❣ ❛❧❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s ♥❡❡❞s (N ×M)2 ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ❚♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ st❡r❡♦ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡ ✸❉ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ ❛
st❡r❡♦ ✈✐s✐♦♥ s②st❡♠ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s♦ t❤❛t st❡r❡♦ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐s r❡str✐❝t❡❞
t♦ ❝❡rt❛✐♥ ✐♠❛❣❡ ❛r❡❛s✳ ❚♦ ❦♥♦✇ t❤❡ st❡r❡♦ ❣❡♦♠❡tr②✱ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ st❡r❡♦
✈✐s✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ ✐s ♥❡❡❞❡❞✳ ❆ ❞✐r❡❝t ❝❛❧✐✲
❜r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦
❝❛♠❡r❛s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ✸❉ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ r♦t❛t✐♦♥✱ ❛♥❞
tr❛♥s❧❛t✐♦♥✳ ❋r♦♠ t❤❡ st❡r❡♦ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t st❡r❡♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s
❛r❡ r❡❧❛t❡❞ ❜② ❛ ✷❉ ♣♦✐♥t✲t♦✲❧✐♥❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✱ ❝❛❧❧❡❞ ❡♣✐♣♦❧❛r ❣❡♦♠❡tr②✳
✹✳✷✳✶ ❊♣✐♣♦❧❛r ●❡♦♠❡tr②
❚❤❡ ❡♣✐♣♦❧❛r ❣❡♦♠❡tr② ✐s t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ❣❡♦♠❡tr② ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ✈✐❡✇s✳
■t ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ s❝❡♥❡ str✉❝t✉r❡✱ ❛♥❞ ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝❛♠❡r❛s✬ ✐♥t❡r♥❛❧
✷✽
♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦s❡✳ ❚❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♠❛tr✐① F ❡♥❝❛♣s✉❧❛t❡s t❤✐s
✐♥tr✐♥s✐❝ ❣❡♦♠❡tr②✳
■t ✐s ❛ 3×3 ♠❛tr✐① ♦❢ r❛♥❦ 2✳ ■❢ ❛ ♣♦✐♥t ✐♥ ✸✲s♣❛❝❡ X ✐s ✐♠❛❣❡❞ ❛s x ✐♥ t❤❡ ✜rst
✈✐❡✇✱ ❛♥❞ x′ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞✱ t❤❡♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣♦✐♥ts s❛t✐s❢② t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ x′Fx = 0✳
❚❤❡ ❡♣✐♣♦❧❛r ❣❡♦♠❡tr② ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ✈✐❡✇s ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡
✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♣❡♥❝✐❧ ♦❢ ♣❧❛♥❡s ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡
❛s ❛①✐s ✭t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ✐s t❤❡ ❧✐♥❡ ❥♦✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❝❡♥t❡rs✮✳ ❙✉♣♣♦s❡ ❛ ♣♦✐♥t
X ✐♥ ✸✲s♣❛❝❡ ✐s ✐♠❛❣❡❞ ✐♥ t✇♦ ✈✐❡✇s✱ ❛t x ✐♥ t❤❡ ✜rst✱ ❛♥❞ x′ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞✳
❲❤❛t ✐s t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♠❛❣❡ ♣♦✐♥ts x ❛♥❞ x′ ❄ ❆s
s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✺ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣♦✐♥ts x ❛♥❞ x′ ✱ s♣❛❝❡ ♣♦✐♥t X ✱ ❛♥❞ ❝❛♠❡r❛
❝❡♥t❡rs ❛r❡ ❝♦♣❧❛♥❛r✳ ❉❡♥♦t❡ t❤✐s ♣❧❛♥❡ ❛s pi✳ ❈❧❡❛r❧②✱ t❤❡ r❛②s ❜❛❝❦✲♣r♦❥❡❝t❡❞
❢r♦♠ x ❛♥❞ x′ ✐♥t❡rs❡❝t ❛t X ✱ ❛♥❞ t❤❡ r❛②s ❛r❡ ❝♦♣❧❛♥❛r✱ ❧②✐♥❣ ✐♥ pi✳ ■t ✐s t❤✐s
❧❛tt❡r ♣r♦♣❡rt② t❤❛t ✐s ♦❢ ♠♦st s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ✐♥ s❡❛r❝❤✐♥❣ ❢♦r ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡✳
❙✉♣♣♦s✐♥❣ ♥♦✇ t❤❛t ✇❡ ❦♥♦✇ ♦♥❧② x✱ ✇❡ ♠❛② ❛s❦ ❤♦✇ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣♦✐♥t
C C /
 pi
x x
X
epipolar plane  
/
❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✿ ❚❤❡ ❡♣✐♣♦❧❛r ♣❧❛♥❡
x′ ✐s ❝♦♥str❛✐♥❡❞✳ ❚❤❡ ♣❧❛♥❡ pi ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❛♥❞ t❤❡ r❛② ❞❡✜♥❡❞
❜② x✳ ❋r♦♠ ❛❜♦✈❡ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t t❤❡ r❛② ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✭✉♥❦♥♦✇♥✮ ♣♦✐♥t
x′ ❧✐❡s ✐♥ pi✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ♣♦✐♥t x′ ❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❧✐♥❡ ♦❢ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ l′ ♦❢ pi ✇✐t❤ t❤❡
s❡❝♦♥❞ ✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡✳ ❚❤✐s ❧✐♥❡ l′ ✐s t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ r❛②
❜❛❝❦✲♣r♦❥❡❝t❡❞ ❢r♦♠ x✳ ■t ✐s t❤❡ ❡♣✐♣♦❧❛r ❧✐♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ x✳ ■♥ t❡r♠s ♦❢
❛ st❡r❡♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❡ ❜❡♥❡✜t ✐s t❤❛t t❤❡ s❡❛r❝❤ ❢♦r t❤❡ ♣♦✐♥t
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ x ♥❡❡❞ ♥♦t ❝♦✈❡r t❤❡ ❡♥t✐r❡ ✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡ ❜✉t ❝❛♥ ❜❡ r❡str✐❝t❡❞
t♦ t❤❡ ❧✐♥❡ l′✳
❚❤❡ t❡r♠✐♥♦❧♦❣② ✐s
• ❚❤❡ ❡♣✐♣♦❧❡ ✐s t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡ ❥♦✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝❛♠❡r❛
✷✾
❝❡♥t❡rs ✭t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡✮ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡✳
• ❆♥ ❡♣✐♣♦❧❛r ♣❧❛♥❡ ✐s ❛ ♣❧❛♥❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ♦♥❡✲
♣❛r❛♠❡t❡r ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❡♣✐♣♦❧❛r ♣❧❛♥❡s✳
• ❆♥ ❡♣✐♣♦❧❛r ❧✐♥❡ ✐s t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡♣✐♣♦❧❛r ♣❧❛♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♠❛❣❡
♣❧❛♥❡✳ ❆❧❧ ❡♣✐♣♦❧❛r ❧✐♥❡s ✐♥t❡rs❡❝t ❛t t❤❡ ❡♣✐♣♦❧❡✳ ❆♥ ❡♣✐♣♦❧❛r ♣❧❛♥❡
✐♥t❡rs❡❝ts t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t ✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡s ✐♥ ❡♣✐♣♦❧❛r ❧✐♥❡s✱ ❛♥❞ ❞❡✜♥❡s
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧✐♥❡s✳
✸✵
✹✳✸ ❙tr✉❝t✉r❡❞ ▲✐❣❤t
❆ ❝♦❞❡❞ str✉❝t✉r❡❞ ❧✐❣❤t s②st❡♠ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❛tt❡r♥ ♦r
❛ s❡t ♦❢ ♣❛tt❡r♥s ♦♥t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r✐♥❣ s❝❡♥❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♠❛❣❡❞ ❜② ❛ s✐♥❣❧❡ ❝❛♠❡r❛
♦r ❛ s❡t ♦❢ ❝❛♠❡r❛s✳ ❚❤❡ ♣❛tt❡r♥s ❛r❡ s♣❡❝✐❛❧❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ s♦ t❤❛t ❝♦❞❡✇♦r❞s ❛r❡
❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❛ s❡t ♦❢ ♣✐①❡❧s✳ ❊✈❡r② ❝♦❞❡❞ ♣✐①❡❧ ❤❛s ✐ts ♦✇♥ ❝♦❞❡✇♦r❞✱ s♦ t❤❡r❡ ✐s
❛ ❞✐r❡❝t ♠❛♣♣✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦❞❡✇♦r❞s t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡
♣✐①❡❧ ✐♥ t❤❡ ♣❛tt❡r♥✳ ❚❤❡ ❝♦❞❡✇♦r❞s ❛r❡ s✐♠♣❧② ♥✉♠❜❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♠❛♣♣❡❞
✐♥ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ❜② ✉s✐♥❣ ❣r❡② ❧❡✈❡❧s✱ ❝♦❧♦r ♦r ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡
❧❛r❣❡r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts t❤❛t ♠✉st ❜❡ ❝♦❞❡❞✱ t❤❡ ❧❛r❣❡r t❤❡ ❝♦❞❡✇♦r❞s ❛r❡
❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ♦❢ s✉❝❤ ❝♦❞❡✇♦r❞s t♦ ❛ ♣❛tt❡r♥ ✐s ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t✳
❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s t♦ s✉r✈❡② t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ str❛t❡❣✐❡s ✉s❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t
s✉❝❤ ❝♦❞❡✇♦r❞s✳ P❛tt❡r♥ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✐✛❡r ✐♥ t❤❡ ✇❛② ✐♥ ✇❤✐❝❤
❡✈❡r② ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ✐s ✐❞❡♥t✐✜❡❞✱ ✐✳❡✳ ✇❤❛t ❦✐♥❞ ♦❢ ❝♦❞❡✇♦r❞ ✐s ✉s❡❞✱ ❛♥❞
✇❤❡t❤❡r ✐t ❡♥❝♦❞❡s ❛ s✐♥❣❧❡ ❛①✐s ♦r t✇♦ s♣❛t✐❛❧ ❛①✐s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐t ✐s ♦♥❧② ♥❡❝❡ss❛r②
t♦ ❡♥❝♦❞❡ ❛ s✐♥❣❧❡ ❛①✐s✱ s✐♥❝❡ ❛ ✸❉ ♣♦✐♥t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣ t✇♦
❧✐♥❡s ✭✐✳❡✳ ✇❤❡♥ ❜♦t❤ ♣❛tt❡r♥ ❛①✐s ❛r❡ ❝♦❞❡❞✮ ♦r ✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣ ♦♥❡ ❧✐♥❡ ✭t❤❡ ♦♥❡
✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ♣✐①❡❧ ♦❢ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ✐♠❛❣❡✮ ✇✐t❤ ❛ ♣❧❛♥❡ ✭✐✳❡✳ ✇❤❡♥ ❛ s✐♥❣❧❡
♣❛tt❡r♥ ❛①✐s ✐s ❝♦❞❡❞✮✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛ ❜❛s✐❝ t❛①♦♥♦♠②
♦❢ str✉❝t✉r❡❞ ❧✐❣❤t♥✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s✳ ❆ ♠♦r❡ ✐♥ ❞❡♣t❤ r❡♣♦rt ♦❢ t❤❡s❡ s②st❡♠s ✐s
❣✐✈❡♥ ❜② ❙❛❧✈✐ ❡t ❛❧✳ ✐♥ ❬✶❪✳
✹✳✸✳✶ ❚✐♠❡✲♠✉❧t✐♣❧❡①✐♥❣ str❛t❡❣②
❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥❧② ❡①♣❧♦✐t❡❞ str❛t❡❣✐❡s ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦❞✐♥❣✳
■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❛ s❡t ♦❢ ♣❛tt❡r♥s ❛r❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦♥t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r✐♥❣
s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤❡ ❝♦❞❡✇♦r❞ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♣✐①❡❧ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢
✐❧❧✉♠✐♥❛♥❝❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❛t ♣✐①❡❧ ❛❝r♦ss t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♣❛tt❡r♥s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❝♦❞✲
✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❡♠♣♦r❛❧ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❜✐ts ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡✇♦r❞s ❛r❡ ♠✉❧t✐♣❧❡①❡❞
✐♥ t✐♠❡✳ ❚❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ♣❛tt❡r♥ ❝❛♥ ❛❝❤✐❡✈❡ ❤✐❣❤ ❛❝❝✉r❛❝② ✐♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳
❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t✇♦ ❢❛❝t♦rs✿ ✜rst✱ s✐♥❝❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣❛tt❡r♥s ❛r❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞✱ t❤❡
❝♦❞❡✇♦r❞ ❜❛s✐s t❡♥❞s t♦ ❜❡ s♠❛❧❧ ✭✉s✉❛❧❧② ❜✐♥❛r②✮ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ s♠❛❧❧ s❡t
♦❢ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ✐s ✉s❡❞✱ ❜❡✐♥❣ ❡❛s✐❧② ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ ❛♠♦♥❣ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r❀ s❡❝♦♥❞✱ ❛
❝♦❛rs❡✲t♦✲✜♥❡ ♣❛r❛❞✐❣♠ ✐s ❢♦❧❧♦✇❡❞✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣✐①❡❧ ✐s ❜❡✐♥❣ ❡♥✲
❝♦❞❡❞ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♣❛tt❡r♥s ❛r❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② ♣r♦❥❡❝t❡❞✳
✸✶
❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❧❛st t✇❡♥t② ②❡❛rs s❡✈❡r❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t✐♠❡✲♠✉❧t✐♣❧❡①✐♥❣
❤❛✈❡ ❛♣♣❡❛r❡❞✳ ❙❛❧✈✐ ❡t ❛❧✳ ❤❛✈❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ t❤❡s❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❛✮
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❜✐♥❛r② ❝♦❞❡s✿ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❜✐♥❛r② ♣❛tt❡r♥s ✐s ✉s❡❞ ✐♥
♦r❞❡r t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❜✐♥❛r② ❝♦❞❡✇♦r❞s❀ ❜✮ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♥✲❛r② ❝♦❞❡s✿ ❛
❜❛s✐s ♦❢ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ✐s ✉s❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ❝♦❞❡✇♦r❞s❀ ❝✮ ●r❛② ❝♦❞❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞
✇✐t❤ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t✐♥❣✿ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛tt❡r♥ ✐s ♣r♦❥❡❝t❡❞ s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡s✱ s❤✐❢t✐♥❣ ✐t ✐♥
❛ ❝❡rt❛✐♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥❀ ❞✮ ❤②❜r✐❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s✿ ❝♦♠✲
❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡✲♠✉❧t✐♣❧❡①✐♥❣ ❛♥❞ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ str❛t❡❣✐❡s✳
❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧② t❤❡s❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ st❛t✐❝ ♦❜❥❡❝ts✳
✹✳✸✳✷ ❙♣❛t✐❛❧ ◆❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ str❛t❡❣②
❚❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐♥ t❤✐s ❣r♦✉♣ t❡♥❞ t♦ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦❞✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ✐♥ ❛
✉♥✐q✉❡ ♣❛tt❡r♥✳ ❚❤❡ ❝♦❞❡✇♦r❞ t❤❛t ❧❛❜❡❧s ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ✐s
♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts ❛r♦✉♥❞ ✐t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❞❡❝♦❞✐♥❣
st❛❣❡ ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t s✐♥❝❡ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❝❛♥♥♦t ❛❧✇❛②s ❜❡
r❡❝♦✈❡r❡❞ ❛♥❞ ✸❉ ❡rr♦rs ❝❛♥ ❛r✐s❡✳ ◆♦r♠❛❧❧②✱ t❤❡ ✈✐s✉❛❧ ❢❡❛t✉r❡s ❣❛t❤❡r❡❞ ✐♥
❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❛r❡ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦r ❝♦❧♦r ♦❢ t❤❡ ♣✐①❡❧s ♦r ❣r♦✉♣s ♦❢ ❛❞❥❛❝❡♥t
♣✐①❡❧s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ♦♥ ✐t✳ ❚❤❡s❡ s♣❛t✐❛❧ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞
❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❛✮ str❛t❡❣✐❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♥♦♥✲❢♦r♠❛❧ ❝♦❞✐✜❝❛t✐♦♥✿ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s
❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥t✉✐t✐✈❡❧②❀ ❜✮ str❛t❡❣✐❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❉❡ ❇r✉✐❥♥ s❡q✉❡♥❝❡s✿ t❤❡
♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✉s✐♥❣ ♣s❡✉❞♦r❛♥❞♦♠ s❡q✉❡♥❝❡s❀ ❝✮ str❛t❡❣✐❡s ❜❛s❡❞
♦♥ ▼✲❛rr❛②s✿ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣s❡✉❞♦r❛♥❞♦♠ t❤❡♦r② t♦ t❤❡ ✷✲❉ ❝❛s❡✳
✸✷
❈❤❛♣t❡r ✺
❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥
❈❛♠❡r❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❞❡✲
✈✐❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭✐♥tr✐♥s✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs✮ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ ❛♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ❢r❛♠❡ ✭❡①tr✐♥s✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs✮✳ ❚❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡rs ❞❡t❡r✲
♠✐♥❡ ❤♦✇ ✸❉ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡✱ s♦✱ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧
✐❞❡❛ ♦❢ ❡✈❡r② ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t❤❛t✱ ✉s✐♥❣ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ ❦♥♦✇♥ ✸❉
♣♦✐♥ts✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✈❛❧✉❡s s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
❡q✉❛t✐♦♥s✳
❚❤❡r❡ ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✱ t❤❡s❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ ❧✐♥❡❛r✱
❛♥❞ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ♠❡t❤♦❞s✳
■❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥t ✉s❡❞ ✐s✱ ❢r♦♠ ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤❡
♠✐♥✐♠✉♠ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ s②st❡♠ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❛r❡ t❛❧❦✐♥❣ ❛❜♦✉t ❛ ❧✐♥❡❛r ♦r ❞✐r❡❝t
♠❡t❤♦❞✿ ✐t ✐s ❢❛st❡r ❜✉t ❧❡ss ❛❝❝✉r❛t❡✳ ■♥st❡❛❞✱ ✇❡ ❛r❡ ✉s✐♥❣ ❛ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ♠❡t❤♦❞
✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts ✇✐t❤ ❦♥♦✇♥ ✸❉ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♥❡❝❡ss❛r② t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇✐t❤ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s
❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛s t♦ ❜❡ s♦❧✈❡❞✿ ✐t ✐s s❧♦✇❡r ❜✉t ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡✳ ◆♦♥
❧✐♥❡❛r ♠❡t❤♦❞ ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❝❤♦s❡♥ ✉s✐♥❣ ✱ ❛s ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s✱ t❤♦s❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❛
❧✐♥❡❛r ♠❡t❤♦❞✳
❋✐rst ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✉s❡❞ ♥♦t s♦ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t ❧✐❦❡ t❤❡
♦♥❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✳ ❚❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥s ♣♦✐♥ts ❛r❡ t❤❡ ❝❤❡ss❜♦❛r❞ ✈❡rt✐❝❡s✱
t❤❡✐r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✭t❤❡ ✇♦r❧❞ ❢r❛♠❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡①tr✐♥s✐❝
♣❛r❛♠❡t❡rs ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✐s ♣❧❛❝❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✮✳
■♠❛❣❡ ♣♦✐♥ts ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❝❛♥ ❜❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ✉s✐♥❣ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣
♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❜② t❤❡s❡ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ✐s t❤❡ ❦❡② ❢❛❝t♦r t♦ ❤❛✈❡
✸✸
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ ❋✐rst ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t ✇✐t❤ t❤❡ ✇♦r❧❞ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡ s✉♣❡r✐♠✲
♣♦s❡❞✳ ■♥ t❤✐s ❢r❛♠❡ ❛❧❧ sq✉❛r❡s ✈❡rt❡① ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡
✐s ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞✳
❣♦♦❞ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦✉t❝♦♠❡s✳
❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s t❡❝❤♥✐q✉❡s ♥❡❡❞ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ✇✐t❤ t✇♦ ♦r t❤r❡❡ ♣❡r❢❡❝t❧② ♦rt❤♦❣✲
♦♥❛❧ ♣❧❛♥❡s✱ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ✈❡r② ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❜✉✐❧❞ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❛✐❞ ♦❢ ❛ ♠❛❝❤✐♥❡ s❤♦♣✳
■♥st❡❛❞✱ ✐t ✐s ❡♥♦✉❣❤ ❡❛s② t♦ ❣❡t ❛ ❣♦♦❞ ♣❧❛♥❛r ♦❜❥❡❝t✳
❚❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✐s ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② t❤❡
❛♣♣r♦❛❝❤ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❩❤❛♥❣ ✐♥ ❬✷❪✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠❛♥② ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❛ ♣❧❛♥❡ ✐♥st❡❛❞
♦❢ ♦♥❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ♠❛♥② ♣❧❛♥❡s✳
❚❤❡s❡ ❛r❡ t❤❡ ♠❛✐♥ st❡♣s ♦❢ ❩❤❛♥❣✬s ♣r♦❝❡❞✉r❡✿
✶✳ Pr✐♥t ❛ ♣❛tt❡r♥ ❛♥❞ ❛tt❛❝❤ ✐t t♦ ❛ ♣❧❛♥❛r s✉r❢❛❝❡❀
✷✳ ❚❛❦❡ ❛ ❢❡✇ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❧❛♥❡ ✉♥❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❜②
♠♦✈✐♥❣ ❡✐t❤❡r t❤❡ ♣❧❛♥❡ ♦r t❤❡ ❝❛♠❡r❛❀
✸✳ ❉❡t❡❝t t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡s❀
✹✳ ❊st✐♠❛t❡ t❤❡ ✜✈❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡ ❡①tr✐♥s✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs
✉s✐♥❣ t❤❡ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✷❪❀
✺✳ ❊st✐♠❛t❡ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ r❛❞✐❛❧ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❜② s♦❧✈✐♥❣ ❜② ❧✐♥❡❛r ❧❡❛st✲
sq✉❛r❡s ❛ ♠❛tr✐① ❡q✉❛t✐♦♥ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ✐❞❡❛❧ (ui, vi) ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛♥❞
t❤❡ r❡❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s (ur, vr) ♦❢ ❞❡t❡❝t❡❞ ❝♦r♥❡rs ✭■♥ ❧❛t❡r ✇♦r❦s ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡
❞✐st♦rt✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✲ r❛❞✐❛❧ ❛♥❞ t❛♥❣❡♥t✐❛❧ ✲ ✐s ✉s❡❞✮❀
✸✹
✻✳ ❘❡✜♥❡ ❛❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇✐t❤ ❛ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t❤❛t ❜r✐♥❣ t♦
❛ ▼❛①✐♠✉♠ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ❢❛♠♦✉s ❈❛♠❡r❛ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❚♦♦❧❜♦① ❢♦r ▼❛t❧❛❜ ✇r✐tt❡♥ ❜② ❏❡❛♥✲❨✈❡s
❇♦✉❣✉❡t ❛♥❞ ✐ts ❈ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ❖♣❡♥❈❱ ✭✇❡ ❤❛✈❡ ❜♦t❤ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s
✇♦r❦✮ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡❡♣❧② ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② ❩❤❛♥❣✬s ✇♦r❦✳
❋r♦♠ ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ②♦✉ ❤❛✈❡ t♦ ♣✉t ❛ ❝❤❡ss❜♦❛r❞ ♦♥ ❛ ❣♦♦❞
♣❧❛♥❛r r✐❣✐❞ ♦❜❥❡❝t ❛♥❞ t♦ t❛❦❡ ♣❤♦t♦s ✇✐t❤ ♠❛♥② ❝❤❡ss❜♦❛r❞ ♣♦s❡s✱ tr②✐♥❣ t♦
❝♦✈❡r t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❝❛♠❡r❛ ✜❡❧❞ ♦❢ ✈✐❡✇✳
❍♦✇ ♠❛♥② ❝❤❡ss❜♦❛r❞ ✐♠❛❣❡s ❞♦ ✇❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ❤♦✇ ♠❛♥② ❝❛♠❡r❛ ♣❛r❛♠✲
❡t❡rs❄ ❯s✉❛❧❧②✱ ❛s ✐♥ t❤❡ ❖♣❡♥❈❱ ❝❛s❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ s♦❧✈❡ ❢♦✉r ✐♥tr✐♥s✐❝ ♣❛✲
r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ✜✈❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ■♥tr✐♥s✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ t✐❡❞ t♦ ✸❉
❣❡♦♠❡tr② ✭❛♥❞ t❤✉s ❛❧s♦ ✇✐t❤ ❡①tr✐♥s✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs✮ ♦❢ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝❤❡ss❜♦❛r❞
✐s ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ s♣❛❝❡❀ ❞✐st♦rt✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ✐♥st❡❛❞ t✐❡❞ t♦ t❤❡ ✷❉ ❣❡♦♠❡tr②
♦❢ ❤♦✇ ❧✐♥❡s ❣❡t ❞✐st♦rt❡❞✳ ❚❤r❡❡ ❝♦r♥❡r ♣♦✐♥ts ✐♥ ❛ ❦♥♦✇♥ ♣❛tt❡r♥ ❜r✐♥❣s
s✐① ♣✐❡❝❡s ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❤❡♥❝❡✱ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ t❤❡② ❛r❡ ❡♥♦✉❣❤ ✭♦❜✈✐♦✉s❧② ✐♥
♣r❛❝t✐❝❡✱ ❢♦r r♦❜✉st♥❡ss✱ ♠♦r❡ ♦❢ t❤r❡❡ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❡♠♣❧♦②❡❞✮✳ ❚❤✉s ♦♥❡
✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❝❤❡ss❜♦❛r❞ ✐s ❛❧❧ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛❧❧ t❤❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳
❲❡ ♠✉st ❞❡✈❡❧♦♣ t❤❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❛❦✐♥❣
✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ❡①tr✐♥s✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳❚❤❡s❡ ❛r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② t❤r❡❡ r♦t❛t✐♦♥
♣❛r❛♠❡t❡rs ✭χ, φ, θ✮ ❛♥❞ t❤r❡❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭tx, ty, tz✮ ❢♦r ❛ t♦t❛❧ ♦❢
s✐① ❢♦r ❡❛❝❤ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❝❤❡ss❜♦❛r❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥ ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡ t❤❡ ❝❤❡ss❜♦❛r❞
❝❤❛♥❣❡ ✸❉ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ■♥ t♦t❛❧ ✭✐♥tr✐♥s✐❝ ♣❧✉s ❡①tr✐♥s✐❝✮ ✇❡ ❤❛✈❡ t❡♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs
t♦ s♦❧✈❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ✈✐❡✇✳
❲❡ ❝❛♥ ❝❛❧❧ M t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♠❛❣❡s ❛♥❞ N t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦r♥❡rs ♦❢
❝❤❡ss❜♦❛r❞✳ ❍♦✇ ♠❛♥② ✈✐❡✇s ❛♥❞ ❝♦r♥❡rs ♠✉st ✇❡ s❡❡❄
• M ✐♠❛❣❡s ♣r♦✈✐❞❡s 2NxM ❝♦♥str❛✐♥ts ✭❡✈❡r② ✐♠❛❣❡ ♣♦✐♥t ❤❛s ✉ ❛♥❞ ✈
❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✮
• ❲✐t❤ M ✐♠❛❣❡s t❛❦❡♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ s♦❧✈❡ ❛❧✇❛②s t❤❡ s❛♠❡ ✹ ✐♥tr✐♥s✐❝
♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ 6M ❡①tr✐♥s✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs
• ❍❡♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ s♦❧✈❡✿ 2NM ≥ 6M + 4→M(N − 3) ≥ 2
❚❤✉s ✐t s❡❡♠s t❤❛t ✐❢ N = 5 t❤❡♥ ✇❡ ♥❡❡❞ ♦♥❧② ♦♥❡ ✐♠❛❣❡✳ ◆❡❣❧❡❝t✐♥❣
r♦❜✉st♥❡ss ♥❡❡❞✱ t❤✐s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✇✐t❤ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✐♥ts✱ ❜✉t ♦✉r
✸✺
❝❤❡ss❜♦❛r❞ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ♦♥ ❛ ♣❧❛♥❡✳ ❆♥ ❤♦♠♦❣r❛♣❤② ❝❛♥ ❜r✐♥❣ ❛t ♠♦st ❡✐❣❤t
♣❛r❛♠❡t❡rs ❢r♦♠ ❢♦✉r ✭✉✱✈✮ ♣❛✐rs✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ❢♦✉r ♣♦✐♥ts ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦
❡①♣r❡ss ❡✈❡r②t❤✐♥❣ t❤❛t ❛ ♣❧❛♥❛r ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ✈✐❡✇ ❝❛♥ ❞♦✳
❚❤❡ tr✉t❤ ✐s t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❤❡ss❜♦❛r❞ ✭♥♦ ♠❛tt❡r ❤♦✇ ♠❛♥② ❝♦r♥❡rs ❛r❡
❞❡t❡❝t❡❞✦✮♦♥❧② ❢♦✉r ❝♦r♥❡rs ❛r❡ r❡❛❧❧② ♥❡❝❡ss❛r②✳ ❙♦ ✐❢ ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t✱ ✇✐t❤ ❩❤❛♥❣✲
✐♥s♣✐r❡❞ ♠❡t❤♦❞✱ N = 4✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s✿ (4 − 3)M ≥ 1 ✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s
M > 1 ✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t✇♦ ✈✐❡✇s ♦❢ ❛ ✸①✸ ❝❤❡ss❜♦❛r❞ ✭t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❝♦♥✲
s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦♥❧② t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❝♦r♥❡rs ❢♦r ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✮
❛r❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳
■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ r♦❜✉st♥❡ss ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❧❡❛❞ t♦ ❝♦❧❧❡❝t ♠♦r❡ ✐♠❛❣❡s ✭t♦ ❡st✐✲
♠❛t❡ ❜❡tt❡r ✐♥tr✐♥s✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs✮ ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡r ❝❤❡ss❜♦❛r❞ ✭t♦ ❡st✐♠❛t❡ ❜❡tt❡r t❤❡
❤♦♠♦❣r❛♣❤②✮✿ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❢♦r ❤✐❣❤✲q✉❛❧✐t② ❛ ❣♦♦❞ ❝❤♦✐❝❡ ✐s t♦ ❝♦❧❧❡❝t ❛❜♦✉t
t✇❡♥t② ✐♠❛❣❡s ♦❢ ✻①✾ ❝❤❡ss❜♦❛r❞ ✭tr②✐♥❣ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ✧r✐❝❤✧ s❡t ♦❢ ✈✐❡✇ ❝♦✈❡r✐♥❣
✇✐t❤ ❝❤❡ss❜♦❛r❞ ♠♦✈❡♠❡♥t ❡✈❡r② ❝♦r♥❡r ♦❢ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ✜❡❧❞ ♦❢ ✈✐❡✇✮✳
✺✳✶ ❈❛♠❡r❛✲Pr♦❥❡❝t♦r ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥
❚❤❡ ♣r♦❥❡❝t♦r ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s✱ ❢r♦♠ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ s✐♠✐❧❛r
t♦ ❝❛♠❡r❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛ ♣r♦❥❡❝t♦r ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛
❞✉❛❧ ♦❢ ❛ ❝❛♠❡r❛✿ ❛♥ ✐♥✈❡rs❡ ❝❛♠❡r❛ ✇❤✐❝❤ ♠❛♣s ✷❉ ✐♠❛❣❡ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ✐♥t♦ ✸❉
r❛②s✱ t❤✉s ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r♦❥❡❝t♦r ✐s ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② t❤❡ s❛♠❡ ♦❢
❛ ❝❛♠❡r❛✳ ❍❛✈✐♥❣ t❤❡ ✷❉ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♣♦✐♥t ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ✸❉
❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ r❛②s ❛♥❞ ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧❧② ❦♥♦✇♥ ♣❧❛♥❡
s✉r❢❛❝❡✳ ❖❜t❛✐♥❡❞ t❤❡s❡ ✸❉ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s✱ t❤❡ s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞
✉s✐♥❣ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❝❛♠❡r❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳
❚❤✐s ❧♦❣✐❝ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❬✸❪❀ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❤❛✈❡ ❝r❡❛t❡❞ Pr♦❈❛♠❈❛❧✐❜✱
❛ ▼❛t❧❛❜ t♦♦❧❜♦① ❢♦r t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r♦❥❡❝t♦r✲❝❛♠❡r❛ s②st❡♠✳ ❈♦❤❡r❡♥t❧②
✇❤❛t s❛✐❞ ❜❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ✧❇♦✉❣✉❡t ❚♦♦❧❜♦①✧ ❢♦r ❝❛♠❡r❛s✳
◆♦✇ ✇❡ ❝❛♥ ❣♦ ❛ ❜✐t ♠♦r❡ ❞❡❡♣❡r ✐♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t♦r✲❝❛♠❡r❛ s②st❡♠ ❝❛❧✐✲
❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇❡❞ t❤❡ ❧♦❣✐❝ t❤❛t ♠❛❦❡s✱ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧②✱ t❤❡
♣r♦❥❡❝t♦r ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ♦❢ ❛ ❝❛♠❡r❛✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♠❛✐♥
❞✐✛❡r❡♥❝❡s t❤❛t ♠❛❦❡ ♣r♦❥❡❝t♦r ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞✳ ❚❤❡ ✜rst ✐s ♦❜✲
✈✐♦✉s✿ ♣r♦❥❡❝t♦rs ❝❛♥♥♦t s❡❡ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡✱ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✷❉ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ ✸❉ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞♦♥❡ ✇✐t❤♦✉t ❛
✸✻
❝❛♠❡r❛✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐s t❤❛t ✐t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ✸❉ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s
❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ✐s ♥♦t ✜①❡❞ ❛s ♣❤②s✐❝❛❧ ❝❤❡ss❜♦❛r❞ ❛♥❞ s♦ ♥♦t
str✐❝t❧② ❛tt❛❝❤❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✇♦r❧❞ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❛❧❧♦✇s t♦ ♦❜t❛✐♥
t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❛♥❞ ❡①tr✐♥s✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t♦r✳
❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ♠❛❞❡ ✉♣ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ st❡♣s✿
✶✳ ❈❛❧✐❜r❛t❡ t❤❡ ❈❛♠❡r❛ ✉s✐♥❣ ❩❤❛♥❣✬s ♠❡t❤♦❞❀
✷✳ ❈♦♠♣✉t❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣❧❛♥❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ ❝❛♠❡r❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ ✭❋✐❣✳
✺✳✷✮❀
✸✳ Pr♦❥❡❝t ❛ ❝❤❡ss❜♦❛r❞ ♦♥ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣❧❛♥❡ ❛♥❞ ❞❡t❡❝t t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞
❝♦r♥❡rs ✭❋✐❣✳ ✺✳✸✮❀
✹✳ ❆♣♣❧② r❛②✲♣❧❛♥❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ t♦ ♦❜t❛✐♥ ✸❉ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ ❡✈❡r② ♣r♦❥❡❝t❡❞
❝♦r♥❡r ✭❋✐❣✳ ✺✳✹ ✱ ❋✐❣✳ ✺✳✺✮❀
✺✳ ❈❛❧✐❜r❛t❡ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t♦r ✉s✐♥❣ ❩❤❛♥❣✬s ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✷❉ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ❝❤❡ss❜♦❛r❞ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ✸❉ ✐❧❧✉♠✐✲
♥❛t❡❞ ♣♦✐♥ts✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✿ ❯s❡ ♦❢ ❡①tr✐♥s✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ♣❧❛♥❡ ❡q✉❛t✐♦♥✿ p r❡♣r❡✲
s❡♥ts t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❦♥♦✇♥ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡✱ n ❛ ♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦r t♦ t❤❡
♣❧❛♥❡✳
❉❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡s❡ ♠❛✐♥ st❡♣s ❛r❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❬✸❪✳
✸✼
❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✿ ❈♦r♥❡r ❊①tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❝❤❡ss❜♦❛r❞✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✿ ❇✉✐❧❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✸❉ r❛②s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❛♠❡r❛
❛♥❞ ❣♦✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦r♥❡rs ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♣❛tt❡r♥✳
✺✳✷ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❉❡t❛✐❧s
❚❤❡ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ Pr♦❝❡❞✉r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞✉❧❡s✿
• ❈❛♠❡r❛ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ▼♦❞✉❧❡
✸✽
❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✿ ❘❛②✲♣❧❛♥❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❣✐✈❡s ✸❉ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♣♦✐♥ts✱ ♥♦✇ ✇❡ ❝❛♥
❛♣♣❧② ❝❛♠❡r❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ r❡❝♦✈❡r ✐♥tr✐♥s✐❝ ❛♥❞ ❡①tr✐♥s✐❝ ♣r♦❥❡❝t♦r
♣❛r❛♠❡t❡rs ✇✐t❤ ❛ ✜♥❛❧ ❙t❡r❡♦ ❈❛❧✐❜r❛t❡✳
• Pr♦❥❡❝t♦r ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ▼♦❞✉❧❡
❇♦t❤ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ P②t❤♦♥✸ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✈❡rs✐♦♥ ✸✳✶ ♦❢
t❤❡ ❖♣❡♥❈❱ ▲✐❜r❛r②✳ ❚❤❡ ♠♦❞✉❧❡s t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ◆✉♠P② ❧✐❜r❛r② t♦
♣❡r❢♦r♠ ❧✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳
✺✳✷✳✶ ❈❛♠❡r❛ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ▼♦❞✉❧❡
❚❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♠♦❞✉❧❡ t❛❦❡s ❛s ✐♥♣✉t ❛ s❡t ♦❢ ✐♠❛❣❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛
❝❤❡ss❜♦❛r❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❝♦❞❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r t❤✐s ♠♦❞✉❧❡ ❢♦❧✲
❧♦✇s t❤❡ ♦♥❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ❖♣❡♥❈❱ ▲✐❜r❛r② ❊①❛♠♣❧❡s✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❝✉s✲
t♦♠✐③❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❤❡❝❦ ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡t❤❡r t♦ ❛❝❝❡♣t ✐t ✐♥t♦ t❤❡
❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ s❡t ♦r ♥♦t✳
❚❤❡ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ❜② ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♠♠❛♥❞ ❧✐♥❡ ❛r❣✉♠❡♥ts
t❤❛t ❛r❡ ♣❛rs❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛r❣♣❛rs❡ P②t❤♦♥ ♠♦❞✉❧❡✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦✿
• ❙♣❡❝✐❢② t❤❡ ❞✐r❡❝t♦r② ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ st♦r❡❞❀
• ❙♣❡❝✐❢② t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❡❛❝❤ sq✉❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❡ss❜♦❛r❞❀
• ❙♣❡❝✐❢② t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❛tt❡r♥✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✐♥♥❡r ❝♦r♥❡rs❀
✸✾
• ❙♣❡❝✐❢② t❤❡ ♦✉t♣✉t ❞✐r❡❝t♦r②✱ ✇❤❡r❡ t♦ st♦r❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥❀
▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s❡❧❡❝t ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♠♦❞❡s✿
• ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ▼♦❞❡ t❤❛t ✉s❡s ❛♥ ■♥tr✐♥s✐❝✬s ●✉❡ss✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ✉s❡r ❝❛♥ ❣✐✈❡
❛ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ❢♦r t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✭❛ ❣✉❡ss✮✳ ❚❤✐s ✐♠♣r♦✈❡s
t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✐❢ t❤❡ ✉s❡r ❤❛s ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡
♦❢ ❤♦✇ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝s ♣❛r❛♠❡t❡rs s❤♦✉❧❞ ❜❡✿ ❡✳❣✳✱ ❜② ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❡ ❢♦❝❛❧
❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❧❡♥s✳
• ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ▼♦❞❡ ✇✐t❤ ❋✐①❡❞ Pr✐♥❝✐♣❛❧ P♦✐♥t✳ ❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡
♠❛❥♦r✐t② ♦❢ ❝❛♠❡r❛s ✐♥ t❤❡ ♠❛r❦❡t ❤❛s ❛ ✐rr❡❧❡✈❛♥t ♦✛s❡t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❢r❛♠❡✳ ❚❤✐s ✈❛❧✉❡ ❝❛♥ ❜❡ ✜①❡❞ ❜② ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❡ ❝❛♠❡r❛✬s
r❡s♦❧✉t✐♦♥✳
❚❤❡ ❈❛♠❡r❛ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ▼♦❞✉❧❡ ♣r♦❞✉❝❡s ❛s ♦✉t♣✉t ❛ ❏❙❖◆ ❋✐❧❡✱ t❤❛t ❝♦♥✲
t❛✐♥s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✿ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ♠❛tr✐① ❛♥❞ t❤❡ ❞✐st♦rt✐♦♥
♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✐s ❣✐✈❡♥ ❜❡❧♦✇✿
④
✧r♠s✧✿ ✵✳✸✷✻✼✷✽✶✽✽✻✹✶✷✺✷✺✱
✧❞✐st✧✿ ❬❬✲✵✳✶✶✺✻✽✵✼✾✷✶✼✶✾✼✼✾✺❪✱ ❬✵✳✵✷✻✾✵✷✷✸✻✸✶✸✺✾✵✷✹❪✱ ❬✲✵✳
✵✵✶✷✹✾✷✽✻✾✸✺✷✷✶✾✵✼❪✱ ❬✲✵✳✵✵✷✷✼✺✺✽✵✼✵✽✹✾✸✻✺✸❪✱ ❬✵✳✹✸✼✼✶✻✺✷
✻✹✻✽✾✹✶✻❪❪✱
✧❑✧✿ ❬❬✸✽✽✻✳✽✹✸✸✺✻✷✺✶✶✼✻✹✱ ✵✳✵✱ ✷✵✹✽✳✵❪✱
❬✵✳✵✱ ✸✽✽✽✳✾✸✽✼✼✸✷✻✻✶✾✸✺✱ ✶✺✸✻✳✵❪✱
❬✵✳✵✱ ✵✳✵✱ ✶✳✵❪❪
⑥
✺✳✷✳✷ ❱✐rt✉❛❧ ❈❤❡ss❜♦❛r❞ ❚♦♦❧
❚❤❡ ❱✐rt✉❛❧ ❈❤❡ss❜♦❛r❞ ❚♦♦❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✉s✐♥❣ ❖♣❡♥●▲✴●▲❯❚ ❛♥❞
P②t❤♦♥✸✳ ❚❤✐s t♦♦❧ ❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♥tr♦❧ ❛ ❝❤❡ss❜♦❛r❞ ♣❛tt❡r♥ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t♦r✬s
✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡✳
❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s t♦♦❧ ✐s t♦ ❡❛s✐❧② ♣r♦❥❡❝t ❛ ✈✐rt✉❛❧ ❝❤❡ss❜♦❛r❞ ♦♥ ❛ ♣❧❛♥❡✳ ■♥
❢❛❝t✱ ✐❢✱ ❛s ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t♦r ✐s ✜①❡❞✱ t❤❡r❡ ✐s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t ♦♥❧②
❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❝❤❡ss❜♦❛r❞ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦♥t♦ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥
♣❧❛♥❡✳ ❚❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ♠❛❦❡s t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❤❛r❞✳
✹✵
❚❤❡ t♦♦❧ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ❝❤❡ss❜♦❛r❞ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t♦r ♣❧❛♥❡ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s ✉s❡rs t♦✱
✐♥t❡r❛❝t✐✈❡❧②✿
• ❆❞❞ ❛♥❞ r❡♠♦✈❡ r♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❝❤❡ss❜♦❛r❞ ❜② ♣r❡ss✐♥❣ ■ ♦r ❑
• ❆❞❞ ❛♥❞ r❡♠♦✈❡ ❝♦❧✉♠♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❝❤❡ss❜♦❛r❞ ❜② ♣r❡ss✐♥❣ ❏ ♦r ▲
• ❙❝❛❧❡ t❤❡ ❝❤❡ss❜♦❛r❞ ❜② ♣r❡ss✐♥❣ ❩ ♦r ❳
• ▼♦✈❡ t❤❡ ❝❤❡ss❜♦❛r❞ ♦♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♣♦s✐t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❦❡②❜♦❛r❞ ❛rr♦✇s
■t ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ t♦ ✇♦r❦ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t r❡s♦❧✉t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ r❡❝♦♥✜❣✉r❡✿ ✐t
t❛❦❡s t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♣❛rs✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ ❧✐♥❡ ❛r❣✉♠❡♥ts✳ ❚❤❡
t♦♦❧ ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ❏❙❖◆ ✜❧❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ❝♦r♥❡r ♦❢ t❤❡
❝❤❡ss❜♦❛r❞ ♣❛tt❡r♥✳
✺✳✷✳✸ Pr♦❥❡❝t♦r ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ▼♦❞✉❧❡
❚❤❡ ♣r♦❥❡❝t♦r ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♠♦❞✉❧❡ ✐s ❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❋❛❧❝❛♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✳ ■t t❛❦❡s ❛s ✐♥♣✉t ❛ s❡t ♦❢ ✐♠❛❣❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛
♣❛✐r ♦❢ ❝❤❡ss❜♦❛r❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s✿ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ ❝❤❡ss❜♦❛r❞ ❛♥❞ ❛ ✈✐rt✉❛❧
✭♣r♦❥❡❝t❡❞✮ ❝❤❡ss❜♦❛r❞✳ ■t t❛❦❡s ❛❧s♦ ❛s ✐♥♣✉t t❤❡ ❝♦r♥❡r✬s ✜❧❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜②
t❤❡ ❱✐rt✉❛❧ ❈❤❡ss❜♦❛r❞ ❚♦♦❧✳
❚❤❡ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ❜② ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♠♠❛♥❞ ❧✐♥❡ ❛r❣✉♠❡♥ts
t❤❛t ❛r❡ ♣❛rs❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛r❣♣❛rs❡ P②t❤♦♥ ♠♦❞✉❧❡✱ t❤❡② ❡♥❛❜❧❡ ✉s❡rs t♦✿
• ❙♣❡❝✐❢② t❤❡ ❞✐r❡❝t♦r② ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ st♦r❡❞❀
• ❙♣❡❝✐❢② t❤❡ ❞✐r❡❝t♦r② ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦r♥❡r✬s ✜❧❡s ❛r❡ st♦r❡❞❀
• ❙♣❡❝✐❢② t❤❡ ♣❛t❤ t♦ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦✉t♣✉t ✜❧❡❀
• ❙♣❡❝✐❢② t❤❡ ♣r♦❥❡❝t♦r✬s r❡s♦❧✉t✐♦♥❀
• ❙♣❡❝✐❢② t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❡❛❝❤ sq✉❛r❡ ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❝❤❡ss❜♦❛r❞❀
• ❙♣❡❝✐❢② t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❝❤❡ss❜♦❛r❞✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✐♥♥❡r ❝♦r✲
♥❡rs❀
• ❙♣❡❝✐❢② t❤❡ ♦✉t♣✉t ❞✐r❡❝t♦r②✱ ✇❤❡r❡ t♦ st♦r❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥❀
✹✶
▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s❡❧❡❝t ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♠♦❞❡s✿
• ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ▼♦❞❡ t❤❛t ✉s❡s ❛♥ ■♥tr✐♥s✐❝✬s ●✉❡ss✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ✉s❡r ❝❛♥ ❣✐✈❡
❛ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ❢♦r t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✭❛ ❣✉❡ss✮✳ ❚❤✐s ✐♠♣r♦✈❡s
t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✐❢ t❤❡ ✉s❡r ❤❛s ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡
♦❢ ❤♦✇ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝s ♣❛r❛♠❡t❡rs s❤♦✉❧❞ ❜❡✿ ❡✳❣✳✱ ❜② ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❡ ❢♦❝❛❧
❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❧❡♥s✳
• ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ▼♦❞❡ ✇✐t❤ ❋✐①❡❞ Pr✐♥❝✐♣❛❧ P♦✐♥t✳ ❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡
♠❛❥♦r✐t② ♦❢ ❉▲Ps ❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡✲❜♦tt♦♠ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤✐s
✈❛❧✉❡ ❝❛♥ ❜❡ ✜①❡❞ ❜② ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t♦r✬s r❡s♦❧✉t✐♦♥✳
❚❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ❏❙❖◆ ❖✉t♣✉t ✜❧❡ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡
♣r♦❥❡❝t♦r✬s ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❝❛♠❡r❛✬s ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t♦r ❛♥❞ t❤❡ ❝❛♠❡r❛✳
④
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✻✻✶✾✸✺✱ ✶✺✸✻✳✵❪✱ ❬✵✳✵✱ ✵✳✵✱ ✶✳✵❪❪✱
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❬✲✵✳✵✵✵✼✾✷✶✸✽✺✸✼✸✶✸✹✸✹✱ ✵✳✾✾✾✽✵✶✸✸✼✽✾✽✻✷✼✺✱ ✲✵
✳✵✶✻✶✵✷✽✻✻✽✵✵✵✼✵✵✽✹✱ ✲✹✳✵✹✻✾✻✽✸✻✾✸✶✶✵✸✺❪✱
❬✲✵✳✷✾✷✼✸✸✸✵✻✼✵✵✻✵✷✾✹✱ ✵✳✵✶✺✷✻✺✵✸✼✷✺✵✾✼✾✶✾✶✱ ✵
✳✾✺✺✻✼✽✾✺✼✹✸✷✺✼✵✹✱ ✲✽✳✼✶✷✵✷✽✹✵✶✽✽✽✸✻✸❪✱
❬✲✸✳✹✻✽✻✽✸✵✷✷✾✵✻✶✹✷✹❡✲✶✼✱ ✻✳✶✻✵✹✷✸✺✽✾✺✾✵✷✹✷❡✲✶
✼✱ ✲✶✳✹✹✷✹✼✷✹✼✵✹✸✽✻✹✹❡✲✶✼✱ ✶✳✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵
✶❪❪✱
✧❞✐st❝✧✿ ❬❬✲✵✳✶✶✺✻✽✵✼✾✷✶✼✶✾✼✼✾✺❪✱ ❬✵✳✵✷✻✾✵✷✷✸✻✸✶✸✺✾✵✷✹❪✱ ❬✲✵
✳✵✵✶✷✹✾✷✽✻✾✸✺✷✷✶✾✵✼❪✱ ❬✲✵✳✵✵✷✷✼✺✺✽✵✼✵✽✹✾✸✻✺✸❪✱ ❬✵✳✹✸✼✼✶✻✺
✷✻✹✻✽✾✹✶✻❪❪
⑥
✹✷
❈❤❛♣t❡r ✻
✸❉ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❙②st❡♠
❚❤❡ ✸❉ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❙②st❡♠ ❛✐♠s ❛t r❡❝♦✈❡r✐♥❣ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ r❡❛❧ ♦❜❥❡❝ts✳
❚❤✐s ♠♦❞✉❧❡ ✐s t❤❡ ❝♦r❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❣❡♥❡r❛t❡s t❤❡ ❞❛t❛ t❤❛t
✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❞❡♣t❤ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ t❤❡ tr❛✐♥✬s ❡①t❡r♥❛❧ s✉r❢❛❝❡✱ r❡tr✐❡✈❡
t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡❢❡❝ts ❛♥❞ s❡♥❞ ❛♥ ❛❧❛r♠ t♦ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r✳
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐t ✐s ❛♥❛❧②③❡❞ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛ ✸❉ ❙tr✉❝✲
t✉r❡❞ ▲✐❣❤t ❙❝❛♥♥❡r t❤❛t ✉s❡s ❛ s♣❡❝✐❛❧ t②♣❡ ♦❢ ♣❛tt❡r♥✿ ❛ ❣r✐❞ ✇❤♦s❡ ❧✐♥❡s ❛r❡
♥♦t ❡q✉❛❧❧② s♣❛❝❡❞✱ ❜✉t ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❉❡❇r✉✐❥♥✳
❚❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦♥✲
✉♥✐❢♦r♠ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ ❣✐✈❡ ❛ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉❡❇r✉✐❥♥✬s s❡✲
q✉❡♥❝❡✳ ❋♦r t❤✐s t②♣❡ ♦❢ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❛t t❤✐s s②st❡♠ ❤❛s t♦
❞❡❛❧ ✇✐t❤ ♠♦✈✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts✱ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ♣❛tt❡r♥ ✐t ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ❙♣❛t✐❛❧ ▼✉❧t✐✲
♣❧❡①✐♥❣ t②♣❡ ♦❢ str✉❝t✉r❡❞ ❧✐❣❤t s②st❡♠s✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♥❛❧②③❡❞ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❣✐✈❡ t♦ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛ r♦❜✉st ❛♥❞ ❞❡♥s❡ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts✱ ❛✐♠✐♥❣
❛t ♠❛❦✐♥❣ ✐t ❧❡ss ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❛♠❜✐❡♥t ❧✐❣❤ts✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥t ❞✐❢✲
❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❧✉♠✐♥❛♥❝❡ ❛♠♦♥❣ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠
✉s❡❞ ❢♦r t❤✐s t❤❡s✐s ✐s t❤❡ ♦♥❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❯❧✉s♦②✱ ❈❛❧❛❦❧✐ ❛♥❞ ❚❛✉❜✐♥ ✐♥ ❬✹❪✳
❆t t❤❡ ♠♦♠❡♥t✱ t❤❡ s❝❛♥♥❡r ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② ❛ ❞✐❣✐t❛❧ ❝❛♠❡r❛ ❛♥❞ ❛ ❉▲P Pr♦✲
❥❡❝t♦r✳ ❚❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✬s ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ ❜❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ t♦ t❤❡ s❡❛r❝❤ ♦❢ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♣✐①❡❧s ❧②✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❞❡✈✐❝❡s✳
❖♥❝❡✱ t❤❡s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ ❛ ♣r♦❝❡ss ♦❢ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡
♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❞❡✈✐❝❡s ❣✐✈❡s t❤❡ ✇♦r❧❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ♣♦✐♥ts ✐♥
t❤❡ s❝❡♥❡✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❦❡②♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ♣❛tt❡r♥✳
✹✸
✻✳✶ P✐♣❡❧✐♥❡
❚❤❡ ✐♠❛❣❡ ❜❡❧♦✇ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✿ ❚❤❡ ✸❉ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❙②st❡♠✬s P✐♣❡❧✐♥❡
❆s ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✻✳✶✱ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ✐s ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦♥t♦ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✳
❚❤❡♥✱ ❛ ❞✐❣✐t❛❧ ❝❛♠❡r❛ ❛❝q✉✐r❡s t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❝♦✈❡r❡❞ ❜② t❤❡ str✉❝✲
t✉r✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t✳ ❙✉❝❝❡ss✐✈❡❧②✱ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐s ♣r♦❝❡ss❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡
❝♦♥tr❛st ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ str✉❝t✉r✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✳ ❆t t❤✐s ♣♦✐♥t
t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐s r❡❛❞② t♦ ❜❡ s❡❣♠❡♥t❛t❡✱ ✐✳❡✳✱ ✐s ♣r♦❝❡ss❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡❝♦❞❡ ❛♥❞
✐s♦❧❛t❡ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ❢r♦♠ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ s❝❡♥❡✳
❚❤❡♥✱ s✐♥❝❡ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❛ ❣r✐❞ ♣❛tt❡r♥✱ t❤❡ s②st❡♠ r❡❝♦♥str✉❝ts ❛ ✷❉
◆❡t✇♦r❦ t♦ ♠❛♣ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❦❡②♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ str✉❝t✉r✐♥❣
❡❧❡♠❡♥t✳ ❚❤✐s ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♠♣♦s❡❞
❜② t❤❡ ✈✐s✐♦♥ s②st❡♠✱ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ❡♣✐♣♦❧❛r ❣❡♦♠❡tr②✱ ❛❧❧♦✇ ❛ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t
❛♥❞ r♦❜✉st s❡❛r❝❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❛♠❡r❛✬s ♣❧❛♥❡ ❛♥❞ t❤❡
♣r♦❥❡❝t♦r✬s ♣❧❛♥❡✳ ❖♥❝❡ ✐t ❤❛s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s ✐t ♣❡r❢♦r♠s ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥
t♦ r❡tr✐❡✈❡ t❤❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❦❡②♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ♦✉t♣✉t
♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❛ ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞✱ ❛s ❞❡♥s❡ ❛s t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ✐s✳
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✻✳✷ P❛tt❡r♥ ❈❤♦✐❝❡
■♥ ❛ ❙tr✉❝t✉r❡❞✲▲✐❣❤t ❙②st❡♠ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ✐s r❡❧❡✈❛♥t ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❛❝❤✐❡✈❡ r♦❜✉st♥❡ss ❛♥❞ ❛❝❝✉r❛❝② ✐♥ t❤❡ ✸❉ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡
♦❢ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❛❦❡♥ ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡ ❛r❡ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ tr❛✐♥ t❤❛t ✐s ♠♦✈✐♥❣ ❛t t❤❡ s♣❡❡❞
♦❢ 5 ♠✴s✳ ■♥ t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦✱ ❛ ❚✐♠❡ ▼✉❧t✐♣❧❡①✐♥❣ ❆♣♣r♦❛❝❤ ✇✐❧❧ ❢❛✐❧✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡
♣❛tt❡r♥✬s s❡q✉❡♥❝❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦♥t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✳
❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t ✜ts ❜❡st✱ ❢♦r t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ✐s t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞
♦♥❡✲s❤♦t ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ♦r ❙♣❛t✐❛❧ ▼✉❧t✐♣❧❡①✐♥❣✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✐t ✐s ❛♥❛❧②③❡❞ t❤❡
❝❤♦✐❝❡ ❛♠♦♥❣ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛tt❡r♥s✿ ❛♥ ❡q✉❛❧❧② s♣❛❝❡❞ ❣r✐❞✱ ❛♥❞ ❛ ❣r✐❞ s♣❛❝❡❞
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ s♣❡❝✐❛❧ s❡q✉❡♥❝❡✱ ❝❛❧❧❡❞ ❉❡ ❇r✉✐❥♥✬s ❙❡q✉❡♥❝❡✳
✻✳✷✳✶ ❯♥✐❢♦r♠ ❙♣❛❝❡❞ ●r✐❞
❆ ❣r✐❞ ♣❛tt❡r♥ ✐s ❛ str✉❝t✉r✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② ✈❡rt✐❝❛❧ ❛♥❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧
❧✐♥❡s✳ ❯♥✐❢♦r♠ ❙♣❛❝❡❞ ●r✐❞s ❤❛✈❡ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② t❤❛t t❤❡ s♣❛❝✐♥❣s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❧✐♥❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ✐s ❝♦♥st❛♥t✳
❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✿ ❆♥ ❯♥✐❢♦r♠ ●r✐❞ P❛tt❡r♥
▲♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ❛♣♣r♦❛❝❤❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ♣❛tt❡r♥ ✇❡
❤❛✈❡ t♦ ❝✐t❡ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❘✉ ❛♥❞ ❙t♦❝❦♠❛♥ ❬✶✵❪ t❤❛t ♠❛t❝❤❡❞ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❣r✐❞
✐♥ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ t♦ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♣❛tt❡r♥ ❜② ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❝
✹✺
❛♥❞ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧ ✷❉ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❆ ♠❛❥♦r ❞r❛✇❜❛❝❦
♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❛t t❤❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❣r✐❞ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ♥✉♠❜❡r❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣♦✐♥t✱ ✐✳❡✳ r❡❧❛t✐✈❡ ♥✉♠❜❡r✐♥❣✳ ❚❤✐s ♥❡❝❡ss✐t❛t❡s t❤❛t ❛t ❧❡❛st ❛
♣❛t❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ❜❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ♣❡r❢❡❝t❧② s✐♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✉♥❞❡t❡❝t❡❞ ♦r
s♣✉r✐♦✉s ❣r✐❞ ♣♦✐♥ts✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐❧❧ ❢❛✐❧✳
❘❡❝❡♥t❧②✱ ❑❛✇❛s❛❦✐ ❡t ❛❧✳ ❬✺✱ ✹❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ❝♦❧♦r❡❞ ❣r✐❞ ♣❛tt❡r♥ ✇❤❡r❡ ✈❡rt✐❝❛❧
❛♥❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧✐♥❡s ❛r❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦❧♦rs✳ ❯♥❧✐❦❡ ♠♦st ♦t❤❡r ❣r✐❞ ❜❛s❡❞ ❛♣✲
♣r♦❛❝❤❡s✱ t❤❡✐r ♠❡t❤♦❞ ❞♦❡s ♥♦t r❡❧② ❤❡❛✈✐❧② ♦♥ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ ✐s r♦❜✉st
❛❣❛✐♥st ✉♥❞❡t❡❝t❡❞ ❣r✐❞ ♣♦✐♥ts ❛s ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❛ss✉♠❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♦r❞❡r✐♥❣✳ ❚❤❡✐r
s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞❡s ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ s✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭❙❱❉✮ ♦♥ ❛ ❧❛r❣❡
❛♥❞ ✈❡r② s♣❛rs❡ ♠❛tr✐①✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ❡①♣❡♥s✐✈❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❛② ❜❡ ♥✉♠❡r✐✲
❝❛❧❧② ✐♥❛❝❝✉r❛t❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♠❛② ❢❛✐❧ t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡❝t
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s ❞✉❡ t♦ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❬✺❪✳
✻✳✷✳✷ ❉❡ ❇r✉✐❥♥ ❙♣❛❝❡❞ ●r✐❞
❯❧✉s♦②✱ ❈❛❧❛❦❧✐ ❛♥❞ ❚❛✉❜✐♥ ✐♥ ❬✹❪ s✉❣❣❡st ❣r✐❞ s♣❛❝✐♥❣s t❤❛t ❢♦❧❧♦✇ ❛ ❉❡ ❇r✉✐❥♥
s❡q✉❡♥❝❡ t♦ ❛ss✉r❡ ❝♦rr❡❝t ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❆ k✲❛r② ❉❡ ❇r✉✐❥♥ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♦r❞❡r
n ✐s ❛ ❝②❝❧✐❝ s❡q✉❡♥❝❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❧❡tt❡rs ❢r♦♠ ❛♥ ❛❧♣❤❛❜❡t ♦❢ s✐③❡ k✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤
s✉❜s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ n ❛♣♣❡❛rs ❡①❛❝t❧② ♦♥❝❡✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❉❡ ❇r✉✐❥♥
s❡q✉❡♥❝❡s ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ (k, n)✱ ❡❛❝❤ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ kn✳
❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✿ ❆ ❇✐♥❛r②✭❜❧❛❝❦ ❛♥❞ ✇❤✐t❡✮ ❉❡ ❇r✉✐❥♥ ❙♣❛❝❡❞ ●r✐❞ P❛tt❡r♥
❚❤❡ ♣❛tt❡r♥ t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❤❛s ❜♦t❤ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧
✹✻
s♣❛❝✐♥❣s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ str✐♣❡s ❡♥❝♦❞❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ❉❡ ❇r✉✐❥♥ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❚❤✉s✱
❛ ✷❉ ♣❛t❝❤ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ n ✈❡rt✐❝❛❧ s♣❛❝✐♥❣s ❛♥❞ n ❤♦r✐③♦♥t❛❧ s♣❛❝✐♥❣s ❛♥❞
❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ (n + 1)2 ❣r✐❞ ❝r♦ss✐♥❣s ✐s ✉♥✐q✉❡ ✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❣r✐❞ ♣❛tt❡r♥✳ ■♥
t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥s✱ t❤✐s ♣r♦♣❡rt② ✐s ✉s❡❞ t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❡ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❛♠❡r❛✬s ♣❧❛♥❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t♦r✬s ♣❧❛♥❡✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ s❡♣❛r❛t❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ str✐♣❡s ❣✐✈✐♥❣
t❤❡♠ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦❧♦rs✿ ❣r❡❡♥ ❛♥❞ r❡❞✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧♦r ❝♦♠❡s ❢r♦♠
t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡② ❛r❡ t✇♦ ♣r✐♠❛r② ❝♦❧♦rs ❛♥❞ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ✐s♦❧❛t❡❞ ❜②
t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❣r❡❡♥ ❛♥❞ t❤❡ r❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ❢r♦♠ t❤❡ ❘●❇ ✐♠❛❣❡✳
❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✿ ❚❤❡ ♣❛tt❡r♥ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ✸❉ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❙②st❡♠✿ ❆ ❝♦❧♦r❡❞ ❉❡
❇r✉✐❥♥ ❙♣❛❝❡❞ ●r✐❞ P❛tt❡r♥
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✻✳✸ ▲✐♥❡ ❉❡t❡❝t✐♦♥
❚❤❡ ▲✐♥❡ ❉❡t❡❝t✐♦♥ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ✐s ✇❤❛t ♠❛❦❡s t❤✐s s②st❡♠ r♦❜✉st t♦
♥♦✐s❡ ❛♥❞ ❛♠❜✐❡♥t ❧✐❣❤ts✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❣r✐❞ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ ❣r❡❡♥ ❛♥❞ r❡❞ ❧✐♥❡s✱ t❤❡
❞❡t❡❝t♦r s❡♣❛r❛t❡s t❤❡ ❣r❡❡♥ ❛♥❞ t❤❡ r❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧s ♦❢ t❤❡ ❘●❇ ■♠❛❣❡✱ t♦ ❤❛✈❡
♦♥❧② t❤❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ✐♥ ❡❛❝❤ ❢r❛♠❡✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐s ♣r♦❝❡ss❡❞
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥tr❛st ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣r✐❞ ♣❛tt❡r♥ ❛♥❞ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✳
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ✉s❡❞ ❢♦r ✐s♦❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❣r✐❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❜❛❝❦✲
❣r♦✉♥❞✱ ❢♦r ❡♥❤❛♥❝✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥tr❛st✱ ❛♥❞ s❤♦✇s ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❞✐❢✲
❢❡r❡♥t ✇❛②s ♦❢ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ t❤❡ ✐♠❛❣❡✿ ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❛♥
❛❞❛♣t✐✈❡ t❤r❡s❤♦❧❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤✐s s✉❜s②st❡♠ ❞❡t❡❝ts t❤❡ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ❛ ♠❡t❤♦❞
❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❈❡♥t❡r ❖❢ ●r❛✈✐t② ✭❈❖●✮✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❛❧❧♦✇s ❛ r♦❜✉st ❞❡t❡❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ♦❢ ❧✐♥❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐s t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿
❋✐❣✉r❡ ✻✳✺✿ ❚❤❡ ▲✐♥❡ ❉❡t❡❝t✐♦♥✬s P✐♣❡❧✐♥❡
✹✽
✻✳✸✳✶ ❍✐st♦❣r❛♠ ❊q✉❛❧✐③❛t✐♦♥
❚❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ❛ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ ❝♦♥tr❛st ❛❞✲
❥✉st♠❡♥t ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♠❛❣❡✬s ❤✐st♦❣r❛♠✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡ ❤✐st♦❣r❛♠ ✐s ❛ ❣r❛♣❤✐❝❛❧
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♠❛❣❡✳ ■♥ ❛♥ ✽✲❜✐t ❣r❛②s❝❛❧❡
✐♠❛❣❡✱ ✐t ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② 255 ❜✐♥s ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❜✐♥ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛ ❣r❛②❧❡✈❡❧ ✈❛❧✉❡✳
❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❜✐♥ ❞❡♣❡♥❞ ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✐①❡❧s ❤❛✈✐♥❣ t❤❛t
✐♥t❡♥s✐t② ✈❛❧✉❡✳
❋✐❣✉r❡ ✻✳✻✿ ❆ ❣r❛②s❝❛❧❡ ✐♠❛❣❡ ✇✐t❤ ✐ts ❤✐st♦❣r❛♠ t♦ t❤❡ r✐❣❤t
❆s ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✻✱ t❤❡ ♣✐①❡❧s s❡❡♠ ❝❧✉st❡r❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ t❤❡
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s✳ ❲❤❛t ❍✐st♦❣r❛♠ ❊q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❞♦❡s✱ ✐s t♦ str❡t❝❤
♦✉t t❤✐s r❛♥❣❡✳
❆♥②✇❛②✱ ❛ s✐♠♣❧❡ ❤✐st♦❣r❛♠ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t ♦r✱ ❡✈❡♥ ✇♦rs❡✱
❝❛♥ s❛t✉r❛t❡ s♦♠❡ r❡❧❡✈❛♥t ♣✐①❡❧s ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞✱ ❛s ✐t ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✼ ❛♥❞
✻✳✽✳ ❚❤✐s ❤❛♣♣❡♥s ❜❡❝❛✉s❡ ✐ts ❤✐st♦❣r❛♠ ✐s ♥♦t ❝♦♥✜♥❡❞ t♦ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r r❡❣✐♦♥✳
❙♦ t♦ s♦❧✈❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❤✐st♦❣r❛♠ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞✳ ■♥ t❤✐s✱ ✐♠✲
❛❣❡ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ s♠❛❧❧ ✽①✽ ❜❧♦❝❦s ❝❛❧❧❡❞ ✧t✐❧❡s✧✳ ❚❤❡♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ❜❧♦❝❦s
❛r❡ ❤✐st♦❣r❛♠ ❡q✉❛❧✐③❡❞ ❛s ✉s✉❛❧✳ ❙♦ ✐♥ ❛ s♠❛❧❧ ❛r❡❛✱ ❤✐st♦❣r❛♠ ✇♦✉❧❞ ❝♦♥✜♥❡
t♦ ❛ s♠❛❧❧ r❡❣✐♦♥ ✭✉♥❧❡ss t❤❡r❡ ✐s ♥♦✐s❡✮✳ ■❢ ♥♦✐s❡ ✐s t❤❡r❡✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ❛♠♣❧✐✜❡❞✳
❚♦ ❛✈♦✐❞ t❤✐s✱ ❝♦♥tr❛st ❧✐♠✐t✐♥❣ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✳ ■❢ ❛♥② ❤✐st♦❣r❛♠ ❜✐♥ ✐s ❛❜♦✈❡ t❤❡
s♣❡❝✐✜❡❞ ❝♦♥tr❛st ❧✐♠✐t✱ t❤♦s❡ ♣✐①❡❧s ❛r❡ ❝❧✐♣♣❡❞ ❛♥❞ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✉♥✐❢♦r♠❧② t♦
♦t❤❡r ❜✐♥s ❜❡❢♦r❡ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❤✐st♦❣r❛♠ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❆❢t❡r ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥✱ t♦ r❡✲
♠♦✈❡ ❛rt✐❢❛❝ts ✐♥ t✐❧❡ ❜♦r❞❡rs✱ ❜✐❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡
✐s ❦♥♦✇♥ ❛s ❈♦♥tr❛st ▲✐♠✐t❡❞ ❆❞❛♣t✐✈❡ ❍✐st♦❣r❛♠ ❊q✉❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❩✉✐❞❡r✈❡❧❞ ✐♥ ❬✺❪✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤✐s ♣r♦❝❡ss ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✜❣✉r❡s
✹✾
❋✐❣✉r❡ ✻✳✼✿ ❖r✐❣✐♥❛❧ ❘❡❞ ❈❤❛♥♥❡❧ ♦❢
t❤❡ ✐♠❛❣❡
❋✐❣✉r❡ ✻✳✽✿ ❚❤❡ ❘❡❞ ❈❤❛♥♥❡❧ ❛❢t❡r
t❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥
✻✳✾ ❛♥❞ ✻✳✶✵✳
❋✐❣✉r❡ ✻✳✾✿ ❖r✐❣✐♥❛❧ ❘❡❞ ❈❤❛♥♥❡❧ ♦❢
t❤❡ ✐♠❛❣❡
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✵✿ ❚❤❡ ❘❡❞ ❈❤❛♥♥❡❧ ❛❢✲
t❡r t❤❡ ❝♦♥tr❛st ❧✐♠✐t❡❞ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❤✐s✲
t♦❣r❛♠ ❡q✳
■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♥♦t✐❝❡✱ t❤♦✉❣❤ t❤❡ s♠❛❧❧ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐♥ t❤❡ ♣❛♣❡r✱ t❤❛t
t❤❡r❡ ✐s ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛st ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t
✐s ✇❛② ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❤✐st♦❣r❛♠ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥✳
✻✳✸✳✷ ❉❡tr❡♥❞✐♥❣
❙✐♥❝❡ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦♥t♦ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ♠❛② ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ s♠❛❧❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥
✐♥ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② t❤❡ ❝❛♠❡r❛✱ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢
❞❡tr❡♥❞✐♥❣ ❝❛♥ ❤❡❧♣ ✐♥ ✐s♦❧❛t✐♥❣ t❤❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❢r♦♠ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡
s❝❡♥❡✳ ❉❡tr❡♥❞✐♥❣ ✐s t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ s✉❜tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛♥ ♦r ❛ ❜❡st✲✜t ❧✐♥❡
✺✵
✭✐♥ t❤❡ ❧❡❛st✲sq✉❛r❡s s❡♥s❡✮ ❢r♦♠ ❛ ❞❛t❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❞❛t❛
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♣✐①❡❧s ♦❢ ❛ s♣❡❝✐✜❝ r♦✇ ♦❢ t❤❡
✐♠❛❣❡✳ ❘❡♠♦✈✐♥❣ ❛ tr❡♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛ ❡♥❛❜❧❡s t♦ ❢♦❝✉s t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ t❤❡
✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡ tr❡♥❞✱ ❛♥❞ t❤✐s ✐s ✇❤❛t t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ✐s ✐♥ t❤❡ ❝❛♠❡r❛
♣❧❛♥❡✿ ❛ s♠❛❧❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ♦❢ ✹✲✺♣① ❛r♦✉♥❞ ❛ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡✳
❚❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❞❡tr❡♥❞✐♥❣ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ♦♥ ❛ ✇✐♥❞♦✇ ♦❢ 7 ♣①✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♠❡❛♥
♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ✼ ♣✐①❡❧s ❤❛s ❜❡❡♥ s✉❜tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣✐①❡❧s
✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❡t✳
✻✳✸✳✸ ❚❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣
❆t t❤✐s st❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦❝❡ss❡❞ ❝♦rr❡❝t❧② ❛♥❞ ✐t ✐s
❡❛s✐❡r t♦ s❡❣♠❡♥t❛t❡ t❤❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t s❡ts ♦❢ ❧✐♥❡s✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤✐s ✐s ♥♦t
❡♥♦✉❣❤✳ ❲❡ ✇❛♥t t♦ ✐s♦❧❛t❡ ♦♥❧② t❤❡ ♣✐①❡❧s ✇❤❡r❡ ✐s ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♣❛t✲
t❡r♥✳ ❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r❡s t✇♦ ♠❡t❤♦❞s ♦❢ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ t❤❡ ✐♠❛❣❡✿ ❛ s✐♥❣❧❡
t❤r❡s❤♦❧❞✱ ❛♥❞ ❛♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ t❤r❡s❤♦❧❞✳
❙✐♠♣❧❡ ❚❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣
❚❤❡ ❜❛s✐❝ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✿ ✐❢ ♣✐①❡❧ ✈❛❧✉❡ ✐s ❣r❡❛t❡r
t❤❛♥ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡✱ ✐t ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ ♦♥❡ ✈❛❧✉❡ ✭♠❛② ❜❡ ✇❤✐t❡✮✱ ❡❧s❡ ✐t ✐s ❛s✲
s✐❣♥❡❞ ❛♥♦t❤❡r ✈❛❧✉❡ ✭♠❛② ❜❡ ❜❧❛❝❦✮✳ ❚❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s ❣❧♦❜❛❧✱ ✐✳❡✳ ❛❧❧ ♣✐①❡❧s ♦❢
t❤❡ ❢r❛♠❡ ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❛t t❤r❡s❤♦❧❞✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ♥✐❝❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❛♥ ✐♠❛❣❡
✇✐t❤ ❣❧♦❜❛❧ ✉♥✐❢♦r♠ ❧✐❣❤t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡ t❤✐s ✐s ❤❛r❞ t♦ ❜❡ tr✉❡✳
❆♠❜✐❡♥t ▲✐❣❤ts ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛ ❜✐❣ ✐ss✉❡ ✉s✐♥❣ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
❆❞❛♣t✐✈❡ ❚❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣
❆ ❣❧♦❜❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❣♦♦❞ ✐♥ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❤❡r❡
✐♠❛❣❡ ❤❛s ❞✐✛❡r❡♥t ❧✐❣❤t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❛r❡❛s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡
❛❞❛♣t✐✈❡ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ✐s t❤❡ ♠♦st r♦❜✉st ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛❧❝✉❧❛t❡
t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❢♦r ❛ s♠❛❧❧ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❝❛♥ ❜❡ ❡✐t❤❡r t❤❡
♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ r❡❣✐♦♥✱ ♦r ❛ ❝r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ✇✐♥❞♦✇✳ ❙♦✱ ✐t ✉s❡s
✺✶
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✶✿ ❉❡tr❡♥❞✐♥❣✿ ✐♥ t❤✐s ✐♠❛❣❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❤♦s❡♥ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣
t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ str✐♣❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ❛♥❞ ❤❛s ❜❡❡♥ t❛❦❡♥ ❛ ❝♦❧✉♠♥✳ ❚❤❡ r❡❞
❣r❛♣❤ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞❡tr❡♥❞❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s✳ ❚❤❡ ❜✐❣ s♣✐❦❡s ❛r❡ t❤❡
♣❛tt❡r♥✬s str✐♣❡s✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❡ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❛r♦✉♥❞ t❤❡
♣❛tt❡r♥✳
❞✐✛❡r❡♥t t❤r❡s❤♦❧❞s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❛r❡❛s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ✐♠❛❣❡✳ ■♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✻✳✶✷ ✐t
✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s❡❡ ❤♦✇ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ r♦❜✉st ✐s t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✳
✺✷
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✷✿ ❚❤r❡s❤♦❧❞ ✈s ❆❞❛♣t✐✈❡ ❚❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣✿ ❆♠❜✐❡♥t ▲✐❣❤ts ❝❛♥ ❜❡ ❛
❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❢♦r t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ t❤r❡s❤♦❧❞✳
✻✳✸✳✹ ▼♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❖♣❡r❛t✐♦♥s
■♥ t❤❡♦r② ♣r♦❥❡❝t✐♥❣ ❛ ♣❛tt❡r♥ ✇✐t❤ t✇♦ s❡♣❛r❛t❡s ♣r✐♠❛r② ❝♦❧♦rs ❛❧❧♦✇s ❛♥ ❡❛s②
s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❡s✿ ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ t❛❦❡ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♠❛❣❡ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ t❤✐s ♠❛② ❜❡ ♥♦t tr✉❡✳ ❆s ✐t ❤❛s ❜❡❡♥
✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ ❞❡s✐❣♥ ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡ ❝♦❧♦r ✜❧t❡r ♦❢ t❤❡ ❝❛♠❡r❛✬s s❡♥s♦r ✐s
♥♦t ♣❡r❢❡❝t ❛♥❞ ❞♦ ♥♦t ❞✐str✐❜✉t❡ ❝♦❧♦r ✐♥ ❛♥ ✉♥✐❢♦r♠ ✇❛②✳
❍❡♥❝❡✱ ✐t ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
✈❡rt✐❝❛❧ ❛♥❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧✐♥❡s✳ ❚❤✐s s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ❛s ❛❝❝✉r❛t❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✱
✺✸
❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛♥❞
✈❡rt✐❝❛❧ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ ❛ ♣✐①❡❧✳
▼♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❖♣❡r❛t♦rs ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ✜❧t❡r t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❢r♦♠ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧✐♥❡s✱
❛s ✐t ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✹✳ ▼♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛r❡ s♦♠❡ s✐♠♣❧❡
♦♣❡r❛t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ s❤❛♣❡✳ ❚❤❡② ❛r❡ ♥♦r♠❛❧❧② ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❜✐♥❛r②
✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡② ♥❡❡❞ t✇♦ ✐♥♣✉ts✱ ♦♥❡ ✐s t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡
✐s ❝❛❧❧❡❞ str✉❝t✉r✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t ♦r ❦❡r♥❡❧ ✇❤✐❝❤ ❞❡❝✐❞❡s t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳
❚✇♦ ❜❛s✐❝ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs ❛r❡ ❊r♦s✐♦♥ ❛♥❞ ❉✐❧❛t✐♦♥✳
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✸✿ ❚❤❡ ❘❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛❢t❡r
t❤❡ ❆❞❛♣t✐✈❡ ❚❤r❡s❤♦❧❞
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✹✿ ❚❤❡ ❘❡❞ ❈❤❛♥♥❡❧ ❛❢t❡r
t❤❡ ▼♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❋✐❧t❡r✐♥❣
❊r♦s✐♦♥
❚❤❡ ❡r♦s✐♦♥✱ ❛s ✐t ✐s s✉❣❣❡st❡❞ ❜② t❤❡ ♥❛♠❡✱ ❡r♦❞❡s ❛✇❛② t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢
❢♦r❡❣r♦✉♥❞ ♦❜❥❡❝ts✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞♦ s♦✱ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ s❧✐❞❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✐♠❛❣❡✱ ❧✐❦❡
❛ ✷❉ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❆ ♣✐①❡❧ ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♦♥✱ ♦♥❧② ✐❢ ❛❧❧
t❤❡ ♣✐①❡❧s ✉♥❞❡r t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ❛r❡ ♦♥✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ ✐t ✐s ❡r♦❞❡❞✳ ❲❤❛t ❤❛♣♣❡♥❡❞ ✐s
t❤❛t✱ ❛❧❧ t❤❡ ♣✐①❡❧s ♥❡❛r t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❛r❡ ❞✐s❝❛r❞❡❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢
t❤❡ ❦❡r♥❡❧✳
✺✹
❉✐❧❛t✐♦♥
❚❤❡ ❞✐❧❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ♦♣❡r❛t♦r ♦❢ t❤❡ ❡r♦s✐♦♥✳ ❆ ♣✐①❡❧ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦
❜❡ ♦♥✱ ✐❢ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♣✐①❡❧ ✉♥❞❡r t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ✐s ♦♥✳ ❚❤✐s ♦♣❡r❛t♦r ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡
✇❤✐t❡ r❡❣✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦r✱ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❢♦r❡❣r♦✉♥❞ ♦❜❥❡❝ts✳
❖♣❡♥✐♥❣
❚❤❡ ♦♣❡♥✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡s ❛♥ ❡r♦s✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ❞✐❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡
❦❡r♥❡❧✳ ❚❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❢✉❧ t♦ r❡♠♦✈❡ ♥♦✐s❡ ✭♦r ✉♥✇❛♥t❡❞ ♣❛rt✮ ❢r♦♠ t❤❡
✐♠❛❣❡ ✇✐t❤♦✉t ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r❡❣r♦✉♥❞ ♦❜❥❡❝ts✳
❚❤❡ ♦♣❡♥✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❢♦r r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣❛rt
♦❢ t❤❡ ❣r✐❞ ✐♥ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✜❧t❡r ♦✉t
t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞s✱ ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛ ❦❡r♥❡❧ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡ t❤❛t ✐t ✐s ✇❛♥t❡❞ t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥✿ ❡✳❣✳✱ ❢♦r ✜❧t❡r✐♥❣ ♦✉t
t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❡s✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❦❡r♥❡❧ ✇✐t❤ ❤❡✐❣❤t ❡q✉❛❧s t♦ 1♣① ❛♥❞
❛ ❝❡rt❛✐♥ ✇✐❞t❤✳
✻✳✸✳✺ ❈❡♥t❡r ❖❢ ●r❛✈✐t② ❊①tr❛❝t✐♦♥
❆t t❤✐s st❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡✱ t❤❡ s②st❡♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❜❧❡ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t✇♦ ❜✐♥❛r②
✐♠❛❣❡s✿ ♦♥❡ ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞✱ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡ ❝♦♥t❛✐♥s
t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣❛rt✳
❚❤❡s❡ t✇♦ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛s ♠❛s❦s t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❣r❛②s❝❛❧❡ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞
t❤✐s ♣r♦❝❡ss ❣❡♥❡r❛t❡s t✇♦ ❣r❛②s❝❛❧❡ ✐♠❛❣❡s ✇✐t❤ s❡♣❛r❛t❡❞ ❧✐♥❡s✳ ❚❤❡ ♥❡t✇♦r❦
❡①tr❛❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❛♥ts ❛s ✐♥♣✉t ❛♥ ✐♠❛❣❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧✐♥❡s ❤❛✈❡ ✉♥✐t❛r②
✇✐❞t❤ ✭t❤✐♥♥❡❞✮✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦rr❡❝t❧② r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ♣❛tt❡r♥✳
❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ r❡❞✉❝❡ ❛ ❧✐♥❡ t♦ ✉♥✐t❛r② ✇✐❞t❤✱ ✐✳❡✳ ❛ ✇✐❞t❤ ♦❢ ♦♥❡ ♣✐①❡❧✱ ✐s
t♦ ❝♦rr❡❝t❧② ❣✉❡ss ✇❤❡r❡ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② t❤❡ ❧✐♥❡✱ ❛t ✇❤✐❝❤ ❡①❛❝t ♣✐①❡❧✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❛
❧✐♥❡ ✐♠❛❣❡❞ ❜② t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❛t ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ 2.5♠ ♠❛② ❜❡ ♥♦t ❛ ♣❡r❢❡❝t ✉♥✐t❛r②
✇✐❞t❤ ❧✐♥❡✳ ❚♦ ❡st✐♠❛t❡ ♣r❡❝✐s❡❧② t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡✱ ❢♦r t❤✐♥♥✐♥❣✱ t✇♦
str❛t❡❣✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✿ ♣❡❛❦ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❈❖●✳
P❡❛❦ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ s✐♠♣❧❡st ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✐t t❛❦❡s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❣r❛②❧❡✈❡❧ ✈❛❧✉❡
♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♥♦t r♦❜✉st✱ ✐♥ ❢❛❝t✱ ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦✐s❡ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♣❡❛❦ ❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡✱ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡✳
❚❤❡ ❈❡♥t❡r ❖❢ ●r❛✈✐t② ✭❈❖●✮ ♠❡t❤♦❞✱ ❛s ❇❛✐❧❡② ✇r✐t❡s ✐♥ ❤✐s s✉r✈❡② ❬✻❪✱ ❣✐✈❡s
✺✺
♠♦r❡ r♦❜✉st♥❡ss t♦ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ ✐t ✐s ❛❜❧❡ t♦ r❡❛❝❤ s✉❜✲♣✐①❡❧ ❛❝❝✉r❛❝② ♦♥ t❤❡
❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡ ❧♦❝❛t✐♦♥✳ ■t ✇♦r❦s ❛s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿
• ❋✐♥❞ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♣✐❝t✉r❡
• ❊①tr❛❝t t❤❡ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❜♦① ♦❢ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t
• ▼❛s❦ t❤❡ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❜♦① ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t♦ ❤❛✈❡ ♦♥❧② t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❧✐♥❡ ✐♥
t❤❡ ✐♠❛❣❡
• P❡r❢♦r♠s ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ♣✐①❡❧ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ❝♦❧✉♠♥ ❜② ❝♦❧✉♠♥ ❢♦r
❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧✐♥❡s✱ ❛♥❞ r♦✇ ❜② r♦✇ ❢♦r ✈❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❡s✳ ❚❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥ r❡✲
tr✐❡✈❡s t❤❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r♦✇ ✭t❤❡ ❝♦❧✉♠♥✮ ♦❢ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧✐♥❡s
✭✈❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❡s✮✱ ❝♦❧✉♠♥ ❜② ❝♦❧✉♠♥ ✭r♦✇ ❜② r♦✇✮ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❜♦①✳
❖♥❝❡ t❤✐s ♣r♦❝❡ss ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❧✐♥❡s ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡s✱ ✐t
❣❡♥❡r❛t❡s t✇♦ ✐♠❛❣❡s ♦♥❡ ✇✐t❤ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ t❤✐♥♥❡❞ ❧✐♥❡s ❛♥❞ ♦♥❡ ✇✐t❤ ✈❡rt✐❝❛❧
t❤✐♥♥❡❞ ❧✐♥❡s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ♥❡t✇♦r❦ ❡①tr❛❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♣✐①❡❧s
♦❢ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ✐♠❛❣❡ ❛r❡ s❡t t♦ ✵ ✐❢ ♦✛ ❛♥❞ t♦ ✶ ✐❢ ♦♥❀ t❤❡ ♣✐①❡❧s ♦❢ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧
✐♠❛❣❡ ❛r❡ s❡t t♦ ✵ ✐❢ ♦✛ ❛♥❞ t♦ ✷ ✐❢ ♦♥✳
■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ✇❤❡♥ t❤❡ t✇♦ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ❛❞❞❡❞ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❢✉❧❧ ❣r✐❞✱ t❤❡
❝♦r♥❡rs ❤❛s ♣✐①❡❧ ✈❛❧✉❡ ❡q✉❛❧ t♦ 3 ❛♥❞ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② r❡❝♦✈❡r❡❞✳
✺✻
✻✳✹ ✷❉ ◆❡t✇♦r❦ ❊①tr❛❝t✐♦♥
❚❤❡ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢
♣✐①❡❧s✿ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ✐t ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡
t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞ ❛s ✐t ❤❛s s❡❡♥ ❜② t❤❡ ❝❛♠❡r❛✳
❚❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ❡①tr❛❝t❡❞ ❜② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ s✐♠♣❧❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✿
• ●❡t t❤❡ t✇♦ t❤✐♥♥❡❞ ✐♠❛❣❡s ❢r♦♠ t❤❡ ▲✐♥❡ ❉❡t❡❝t✐♦♥ P✐♣❡❧✐♥❡ ❛♥❞ ❛❞❞
t❤❡♠ ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ✐♠❛❣❡
• ●♦✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❝♦❧✉♠♥ ❜② ❝♦❧✉♠♥✱ ❧♦♦❦s ❢♦r ❛ ✸✱ ✐✳❡✳ ❢♦r ❛
❝♦r♥❡r ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞
• ❲❤❡♥ ✐t ✜♥❞s ❛ ❝♦r♥❡r ❣r✐❞ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣❛t❤s t❤❛t st❛rt ❢r♦♠
t❤❡ ❝♦r♥❡r✳ ■t ✐s ❞♦♥❡ ❜② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣✐①❡❧ t❤❛t ❤❛s ✈❛❧✉❡ ♦❢ 1 ✐♥ ❛ 3× 3
♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ❝♦r♥❡r✳
• ❲❤❡♥ ✜♥❞s ❛ ♥❡✇ ❝♦r♥❡r ✭❛ 3 ✐♥ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞✮✱ ❛❞❞ ❛♥ ❡❞❣❡ t♦ t❤❡
❣r❛♣❤ ❛♥❞ ❣♦ ♦♥
• ❉♦ t❤❡ s❛♠❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣❛t❤s✳
❚❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s r❡♣❡❛t❡❞ ✉♥t✐❧ ❛❧❧ ❝♦r♥❡rs ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞✳ ❚❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢
t❤✐s st❛❣❡ ✐s ❛♥ ✉♥❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ❛r❡ t❤❡ ❝♦r♥❡r ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞✱
❛♥❞ t❤❡ ❡❞❣❡ ❛r❡ t❤❡ ❧✐♥❡s t❤❛t ❝♦♥♥❡❝ts t❤❡♠✳ ❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ t❤✐s
♣r♦❝❡❞✉r❡ ❣❡♥❡r❛t❡s ♦t❤❡r t✇♦ ❣r❛♣❤s✿ ♦♥❡ ❢♦r t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧✐♥❡s✱ ❛♥❞ ♦♥❡ ❢♦r
t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❡s✳
✺✼
✻✳✺ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠
❚❤❡ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦❧❧♦✇s ✇❤❛t ✐t ✐s ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❬✹❪✳ ■t ✐s r❡♣♦rt❡❞
❤❡r❡ ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✳
✻✳✺✳✶ ❖✈❡r✈✐❡✇
■t ✐s ❛ str✉❝t✉r❡❞ ❧✐❣❤t ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❛ ❞❛t❛ ♣r♦❥❡❝t♦r ❛♥❞ ❛ s✐♥❣❧❡
❝♦❧♦r ❝❛♠❡r❛✳ ❇♦t❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ✇♦r❧❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡
s②st❡♠✳ ❚❤❡ ♣r♦❥❡❝t♦r ♣r♦❥❡❝ts ❛ ❦♥♦✇♥ st❛t✐❝ ❣r✐❞ ♣❛tt❡r♥ ♦♥t♦ t❤❡ ✸❉ s✉r✲
❢❛❝❡✳ ❆♥ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❣r✐❞ ❛♥❞ ❝❛♣t✉r❡❞
❜② t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❞❡♣t❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡❞
❜② ❣r✐❞ ❝r♦ss✐♥❣s ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② t❤❡ ❝❛♠❡r❛✳ Pr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❞❡♣t❤s
❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❜❡✐♥❣ ❛❜❧❡ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ▼❛t❝❤✐♥❣
♣❛✐rs ♦❢ ❢❡❛t✉r❡s ✐♥ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❛♥❞ ♣r♦❥❡❝t♦r ✐♠❛❣❡s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞✱ ❛s
✐♥ t❤❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ st❡r❡♦ ✈✐s✐♦♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❛❢t❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s ❛r❡ ❡st❛❜✲
❧✐s❤❡❞✱ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐s tr✐✈✐❛❧ ❛♥❞ ❞❡♣t❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❡❛s✐❧②✳
❆♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡❛r❝❤ ❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s ♦❢ ❣r✐❞ ♣♦✐♥ts ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② t❤❡
❝❛♠❡r❛ ✐s ✐♥tr❛❝t❛❜❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✉s✐♥❣ ❛ ♣❛tt❡r♥ ✇❤✐❝❤ ❞✐s❝❧♦s✉r❡s s♣❛t✐❛❧ ♥❡✐❣❤✲
❜♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥ts✱ ❡✳❣✳ ❛ ❣r✐❞ ♣❛tt❡r♥✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥✲
❞❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❣r✐❞ ✐s s✐♠♣❧✐✜❡❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡
❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ❣r✐❞ ♣♦✐♥t✱ ✐✳❡✳ ❛❧❧ ❣r✐❞ ♣♦✐♥ts ✐♥ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛♥ ❜❡ ✉♥✐q✉❡❧② ✐❞❡♥✲
t✐✜❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② ✇✐t❤♦✉t
❛ss✉♠✐♥❣ r❡❧❛t✐✈❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ ❣r✐❞ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ ❜② ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ s✐♠♣❧❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝
❝♦♥str❛✐♥ts✳
❆t ✜rst✱ ✜♥❞✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ♠✐❣❤t s❡❡♠ t♦ r❡q✉✐r❡ ❛ s❡❛r❝❤ t❤r♦✉❣❤
t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❣r✐❞ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t♦r ✐♠❛❣❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ ❡♣✐♣♦❧❛r
❝♦♥str❛✐♥ts✱ t❤❡ s❡❛r❝❤ s♣❛❝❡ r❡❞✉❝❡s t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ❧✐♥❡✳ ■t s❤r✐♥❦s ❡✈❡♥ ❢✉rt❤❡r
❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❡ ♣♦✐♥ts ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❝♦♠❡ ❢r♦♠ ♦♥❧② ❣r✐❞ ❝r♦ss✐♥❣s ❛❧♦♥❣
t❤❡ ❡♣✐♣♦❧❛r ❧✐♥❡✳
✺✽
✻✳✺✳✷ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛ ❣r✐❞ ♣❛tt❡r♥
❚❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❛❦❡s ❛s ✐♥♣✉t t❤❡ ♥❡t✇♦r❦s ❡①tr❛❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✲
✈✐♦✉s st❡♣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❡② ♠❛② ♥♦t r❡s✉❧t ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❣r✐❞
♥❡t✇♦r❦ ❞✉❡ t♦ s❤❛❞♦✇s✱ ♦❝❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ s❤❛r♣ ❡❞❣❡s✳ ❚❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐s t②♣✐❝❛❧❧②
❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✺✿ ❚❤❡ ❣r✐❞ ♥❡t✇♦r❦s ❝❛♥ ♣r❡s❡♥t ❤♦❧❡s✿ t❤✐s ✐s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t✇♦
❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳
❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ s♦❧✈❡s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦✲
♥❡♥t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✳ ❚❤❡ st❡♣s ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛r❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
• ❋✐♥❞ ❛ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t
• P✐❝❦ ❛ ❣r✐❞ ♣♦✐♥t u ✐♥ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳
• ❯s✐♥❣ ✐ts ❡♣✐♣♦❧❛r ❧✐♥❡✱ ✜♥❞ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ❢♦r ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡
♣r♦❥❡❝t♦r ✐♠❛❣❡✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ❜② ✐♠♣♦s✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❡♣✐♣♦❧❛r ❧✐♥❡ ❛♥❞ ❛ ❣r✐❞ ❝r♦ss✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t♦r ♣❧❛♥❡ ❤❛s t♦ ❜❡ ❧❡ss
t❤❛♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ t❤r❡s❤♦❧❞✳
• ❋♦r ❡❛❝❤ ❝❛♥❞✐❞❛t❡✱ ♣r♦♣❛❣❛t❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ t♦ ❛❧❧ ❣r✐❞ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡
♥❡t✇♦r❦✳
• ❈❤♦♦s❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ♠❛t❝❤❡s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❣r✐❞ ❜❡st ✈✐❛ ❛ ✶❉
s❡❛r❝❤✳
✺✾
✻✳✺✳✸ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠
❍❛✈✐♥❣ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛ ❧✐st ♦❢ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ❢♦r ❛ ❣r✐❞ ♣♦✐♥t✱ t❤❡ r❡st
♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❢❡rr❡❞ q✉✐t❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ❛ss✉♠✐♥❣ r❡❧❛t✐✈❡
♦r❞❡r✐♥❣✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❣r✐❞ ♣♦✐♥ts ❤♦r✐③♦♥t❛❧❧② ❧✐♥❦❡❞ t♦ u ❛s uh−neighbors ❛♥❞
♣♦✐♥ts ✈❡rt✐❝❛❧❧② ❧✐♥❦❡❞ ❛s uv−neighbors✳ ❇♦t❤ uh−neighbors ❛♥❞ uv−neighbors ❛r❡ ❧✐sts
♦❢ ❣r✐❞ ♣♦✐♥ts ❛❧❧ ❧✐♥❦❡❞ t♦ u✳ ■t ✐s ❦♥♦✇♥ t❤❡ uh−neighbors✬s r♦✇ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡
❛♥❞ t❤❡ uv−neighbors✬s ❝♦❧✉♠♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t♦r ♣❧❛♥❡✳ ❋r♦♠ t❤✐s
❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ uh−neighbors✬s ❝♦❧✉♠♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❛♥❞
t❤❡ uv−neighbors✬s r♦✇ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜② ✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❡♣✐♣♦❧❛r ❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡
♥❡✐❣❤❜♦r ♣♦✐♥t ✇✐t❤ ✐ts ❦♥♦✇♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❜♦t❤
r♦✇ ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s ❢♦r u✬s ♥❡✐❣❤❜♦rs✳ ❋♦r ♣♦✐♥ts t❤❛t ❛r❡ ♥♦t
u✬s ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♦r ✈❡rt✐❝❛❧ ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦♥❝❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s ❢♦r t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♠♣✉t❡❞✱ t❤❡② ❝❛♥ ♣r♦♣❛❣❛t❡ t❤❡✐r s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡✐r ♦✇♥ ♥❡✐❣❤❜♦rs✳
❇❡❧♦✇✱ ✐t ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t tr❛✈❡rs❡s ❡❛❝❤ ❣r✐❞ ♣♦✐♥t ❛t
♠♦st ♦♥❝❡ ❛♥❞ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t ❡✈❡r② ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ❣r✐❞ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡✳
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠
✶✿ ④❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❢♦r u ❞❡♥♦t❡❞ ❛s (piv(u), pih(u))⑥
✷✿ Q← u ④■♥✐t✐❛❧✐③❡ q✉❡✉❡ ◗ ✇✐t❤ u⑥
✸✿ ✇❤✐❧❡ Q ✐s ♥♦t ❡♠♣t② ❞♦
✹✿ e← Q[1] ④●❡t t❤❡ ✜rst ❡❧❡♠❡♥t ❢r♦♠ ◗⑥
✺✿ ✐❢ piv(e) ❡①✐sts t❤❡♥
✻✿ ❈♦♠♣✉t❡ pih(e)
✼✿ pih(eh−neighbors)← pih(e)
✽✿ ❘❡♠♦✈❡ (Q ∩ eh−neighbors) ❢r♦♠ Q
✾✿ ❆❞❞ (eh−neighbors \Q) t♦ Q
✶✵✿ ✐❢ pih(e) ❡①✐sts t❤❡♥
✶✶✿ ❈♦♠♣✉t❡ piv(e)
✶✷✿ piv(ev−neighbors)← piv(e)
✶✸✿ ❘❡♠♦✈❡ (Q ∩ ev−neighbors) ❢r♦♠ Q
✶✹✿ ❆❞❞ (ev−neighbors \Q) t♦ Q
✻✵
✻✳✺✳✹ ❙❡❛r❝❤ ❢♦r ❈♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡
❚❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s❡t ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❣r✐❞ ♥❡t✇♦r❦✳
❆s ❛ ✜♥❛❧ st❡♣✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❝♦rr❡❝t s♦❧✉t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥
♦❢ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❣r✐❞ ♣♦✐♥ts s′ ∈ S ′✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❣r✐❞ ♣♦✐♥ts s ∈ S ♦♥ t❤❡
♣r♦❥❡❝t♦r ✐♠❛❣❡✱ ✇❤❡r❡ S ′ ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❣r✐❞ ♣♦✐♥ts✱ ❛♥❞ S ✐s t❤❡ s❡t
♦❢ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❣r✐❞ ♣♦✐♥ts✳
■❞❡❛❧❧②✱ ❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❣r✐❞ ♣♦✐♥ts s′ ♠✉st ❛♣✲
♣❡❛r ❡①❛❝t❧② ♦♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❣r✐❞ ♣♦✐♥t s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ♠❛② ♥♦t
❜❡ s❛t✐s✜❡❞ ❞✉❡ t♦ ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s ✐♥ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ Pr♦✲
✈✐❞❡❞ t❤❛t t❤❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ✐s ♥♦t ❡①❝❡ss✐✈❡❧② ❤✐❣❤✱ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣✉t❡❞
❣r✐❞ ♣♦✐♥t s′ st✐❧❧ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❣♦♦❞ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ tr✉❡ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞❡♥❝❡ s✳
❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t ❛ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❣r✐❞ ❝♦✉❧❞ ♠♦✈❡ ❛❧♦♥❣ ❛♥② xy ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✉❡ t♦
✷❉ ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s ✭♥♦✐s❡ ♣❧✉s ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s ✐♥ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✮✱ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t s′
❝❛♠❡ ❢r♦♠ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r ❝❧♦s❡st ♥❡✐❣❤❜♦rs ✐♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❣r✐❞ sneighbors(s
′)✳
❚❤❡ ❡rr♦r ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦st ♦❢ ❝❤♦♦s✐♥❣ ❡✐t❤❡r ♦♥❡ ♦❢
t❤❡s❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs✳
■t ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❝❤♦✐❝❡ s s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡♣✐♣♦❧❛r ❧✐♥❡
u′✱ t❤❛t ✐s t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ✐♠❛❣❡ ♣♦✐♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ s′✳ ❚❤✉s✱ ❛
s✐♥❣❧❡ ❝♦st ✐s
d(s′, sneighbors(s
′)) = min
s∈sneighbors(s′)
(|L(u′) · s|) ✭✻✳✶✮
✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡✜♥❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ♥❡✐❣❤❜♦r t♦
t❤❡ ❡♣✐♣♦❧❛r ❧✐♥❡ L(u′)✳ ❙✉♠♠✐♥❣ t❤✐s ❞✐st❛♥❝❡ ♠❡tr✐❝ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s✱
✐t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ t❤❡ ❡rr♦r ❢✉♥❝t✐♦♥
E(u, s) =
∑
s′∈S′
d(s′, sneighbors(s
′)) ✭✻✳✷✮
✇❤✐❝❤ ❝❤❛♥❣❡s ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ❝❛♥❞✐❞❛t❡s s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❡♣✐♣♦❧❛r ❧✐♥❡ L(u)✳ ❚❤❡ ❜❡st
♠❛t❝❤ ✐s t❤❡ ♦♥❡ t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ❡rr♦r ❢✉♥❝t✐♦♥✳
✻✶
✻✳✺✳✺ ●r✐❞ ❈♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s
❚❤✐s r❡s✉❧t ♦❢ s❡❛r❝❤✐♥❣ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✐s ✉♥✐q✉❡ ❢♦r ❛ ❉❡ ❇r✉✐❥♥ ♣❛tt❡r♥
❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ❡♥s✉r❡s t❤❡ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❛❧s♦ ✐♥
♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❲❤❡♥ t❤❡ s♣❛❝✐♥❣s ❜❡t✇❡❡♥ ❣r✐❞ ❧✐♥❡s
❛r❡ ✉♥✐❢♦r♠✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦✐s❡ ♠❛② ❝r❡❛t❡ ❛♠❜✐❣✉✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ s❡❛r❝❤✐♥❣ ♦❢
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡✳
❆♥♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❛❧♣❤❛❜❡t ♦❢
t❤❡ ❉❡ ❇r✉✐❥♥ s❡q✉❡♥❝❡ ✉s❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ❣r✐❞✳
❚♦ ❞❡❝✐❞❡ ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs (k, n)✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ t✇♦ ❡①tr❡♠❡ ❝❛s❡s✿ ✇❤❡♥ k
✐s ❧❛r❣❡ ❛♥❞ n ✐s s♠❛❧❧ ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡✱ t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♠❛♥②
❞✐✛❡r❡♥t s♣❛❝✐♥❣s ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❧❡❛❞ t♦ ❧❛r❣❡ s♣❛❝✐♥❣s s✐♥❝❡ t❤❡ s♣❛❝✐♥❣
❛❧♣❤❛❜❡t ✐s ❞✐s❝r❡t❡✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❣❡t s♣❛rs❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❡✈❡♥ ❛
✈❡r② s♠❛❧❧ ♣❛t❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ r❡❝♦✈❡r❡❞ s✐♥❝❡ n ✐s s♠❛❧❧✳ ❖♥ t❤❡
♦t❤❡r ❡①tr❡♠❡✱ ✇❤❡♥ k ✐s s♠❛❧❧ ❛♥❞ n ✐s ❧❛r❣❡✱ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢
❛ ❢❡✇ ❧❛r❣❡ ✉♥✐q✉❡ ♣❛t❝❤❡s✳ ❚❤✉s✱ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ r❡q✉✐r❡ ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♣❛t❝❤❡s t♦ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ s✐♥❝❡ ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ ❝❛♥ ❜❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❝♦✈❡r ❛ ✇❤♦❧❡
s✉r❢❛❝❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t ♦♥❡ ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t ❛ s✉r❢❛❝❡ ✐❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t❡❞
♣❛t❝❤❡s ❛r❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ♥❡❡❞❡❞ s✐③❡✳ ❚❤✐s ❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss t♦
♥♦✐s❡✱ ❞❡♣t❤ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s ❛♥❞ t❡①t✉r❡✳
✻✷
✻✳✻ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❉❡t❛✐❧s
❚❤❡ ✸❉ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❙②st❡♠ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤r❡❡ ♠❛✐♥ ♠♦❞✉❧❡s✿
• ❚❤❡ ●r✐❞ ❙❡❣♠❡♥t❛t♦r
• ❚❤❡ ◆❡t✇♦r❦ ❊①tr❛❝t♦r
• ❚❤❡ ❈♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❋✐♥❞❡r
■♥s✐❞❡ t❤❡s❡ ♠❛✐♥ ♠♦❞✉❧❡s t❤❡r❡ ❛r❡ s✉❜✲♠♦❞✉❧❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♠✐①❡❞ t♦❣❡t❤❡r
t♦ ❛❞❛♣t t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ t♦ t❤❡ ✇♦r❦✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❧❛❝❡
✇❤❡r❡ ✐t ❤❛s t♦ ❜❡ ✉s❡❞✳ ❚❤❡ ♠♦❞✉❧❡s ❛r❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ P②t❤♦♥✸ ❛♥❞ ✐♥ ❈✰✰✶✹✱
❢♦r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ r❡❛s♦♥s✳ ❚❤❡ ❈✰✰✶✹ ♠♦❞✉❧❡s ♠❛❦❡s ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❇♦♦st✳●r❛♣❤
▲✐❜r❛r② ❢♦r ♠❛♥❛❣✐♥❣ ✉♥❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t♦ ♣❛rs❡ ❏❙❖◆ ✜❧❡s t❤❡②
✉s❡ t❤❡ ✧❏❙❖◆ ❢♦r ▼♦❞❡r♥ ❈✰✰✧ ▲✐❜r❛r② ✭❤tt♣s✿✴✴❣✐t❤✉❜✳❝♦♠✴♥❧♦❤♠❛♥♥✴
❥s♦♥✮✳
✻✳✻✳✶ ❚❤❡ ●r✐❞ ❙❡❣♠❡♥t❛t♦r
❚❤❡ ●r✐❞ ❙❡❣♠❡♥t❛t♦r ▼♦❞✉❧❡ ✐s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡❝t s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❣r✐❞ ♣❛tt❡r♥ ❛♥❞ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ P②t❤♦♥✸ ❛♥❞ ✉s❡s
t❤❡ ✈❡rs✐♦♥ ✸✳✶ ♦❢ t❤❡ ❖♣❡♥❈❱ ▲✐❜r❛r②✳
❚❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ♠❛② ❜❡ ❝♦♥✜❣✉r❡❞ t♦ ✇♦r❦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
s✉❜✲♠♦❞✉❧❡s✿
• ❈♦❧♦rs ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✿ ❘●❇✱ ❈■❊▲❆❇✱ ♦r ❍❙❱
• ❚❤❡s❤♦❧❞✐♥❣✿ ●❧♦❜❛❧ ♦r ❆❞❛♣t✐✈❡
• ❉❡tr❡♥❞✐♥❣
• ❈♦♥tr❛st ❊♥❤❛♥❝❡♠❡♥t✿ ❍✐st♦❣r❛♠ ❊q✉❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ♦r ❈▲❆❍❊ ✭❈♦♥tr❛st
▲✐♠✐t❡❞ ❆❞❛♣t✐✈❡ ❍✐st♦❣r❛♠ ❊q✉❛❧✐③❛t✐♦♥✮
• ▼♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❖♣❡r❛t✐♦♥s
• ❈❖● ▲✐♥❡ ❉❡t❡❝t♦r
✻✸
❚❤❡s❡ ♠♦❞✉❧❡s ❛r❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ✉s✐♥❣ ❝♦♠♠❛♥❞ ❧✐♥❡ ❛r❣✉♠❡♥ts✳ ■t t❛❦❡s ❛s
✐♥♣✉t ❛♥ ✐♠❛❣❡✱ ✐t ❛♣♣❧② ❛♥ ✉♥❞✐st♦rt✐♦♥ ♠❛♣ ♦♥ ✐t ❛♥❞ s❡♣❛r❛t❡s t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧
❢r♦♠ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❡s✳ ❆s ♦✉t♣✉t✱ ✐t ❣❡♥❡r❛t❡s t✇♦ ✜❧❡s ♦♥❡ ❢♦r t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧
str✐♣❡s ❛♥❞ ♦♥❡ ❢♦r t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ str✐♣❡s✳
✻✳✻✳✷ ❚❤❡ ◆❡t✇♦r❦ ❊①tr❛❝t♦r
❚❤❡ ◆❡t✇♦r❦ ❊①tr❛❝t♦r ✐s t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ♦❢ r❡❛❞✐♥❣ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✜❧❡
♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ st❛❣❡ ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ❣r❛♣❤✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥
❈✰✰✶✹ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❇♦♦st✳●r❛♣❤ ▲✐❜r❛r②✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥
t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s✳
■t ♣r♦❞✉❝❡s ❛s ♦✉t♣✉t✱ t❤r❡❡ ✜❧❡s ❢♦r t❤❡ ❣r❛♣❤ ✐♥ t❤❡ ❉❖❚ ❢♦r♠❛t✿
• ♦♥❡ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❢✉❧❧ ❣r❛♣❤✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t
❛♥❛❧②s✐s❀
• ♦♥❡ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧✐♥❡s ❣r❛♣❤
• ♦♥❡ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❡s ❣r❛♣❤
▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ♣r♦❞✉❝❡s ❛♥♦t❤❡r ❜✐♥❛r② ✜❧❡ ❢♦r ❛ss♦❝✐❛t✐♥❣ t❤❡ ✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ ✈❡r✲
t✐❝❡s t♦ s♣❡❝✐✜❝ ♣♦✐♥ts ♦♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳
✻✳✻✳✸ ❚❤❡ ❈♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❋✐♥❞❡r
❚❤❡ ❈♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❋✐♥❞❡r ✐♠♣❧❡♠❡♥ts t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❯❧✉s♦② ❡t
❛❧✳ ❬✹❪✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❈✰✰✶✹ ✇✐t❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❇♦♦st✳●r❛♣❤
▲✐❜r❛r②✱ ♠❛✐♥❧② ❢♦r t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ t❤❡ ❣r❛♣❤✳
■t ❡①tr❛❝ts t✇♦ s❡ts ♦❢ ❧✐sts ❢r♦♠ t❤❡ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ❣r❛♣❤s ❣❡♥❡r✲
❛t❡❞ ❜② t❤❡ ◆❡t✇♦r❦ ❊①tr❛❝t♦r✳ ❚❤❡s❡ ❧✐sts ❛r❡ ✉s❡❢✉❧ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs✱
❤♦r✐③♦♥t❛❧❧② ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧❧② ❧✐♥❦❡❞✱ ♦❢ ❛ ♥♦❞❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❇♦♦st✳●r❛♣❤ ▲✐❜r❛r② ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✐t ❞✐✈✐❞❡s t❤❡ ❣r❛♣❤ ✐♥t♦ s❡♣✲
❛r❛t❡❞ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts s✉❜❣r❛♣❤s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ s✉❜❣r❛♣❤s✱ ✐t ❛♣♣❧✐❡s t❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ❛❜♦✈❡✳
❚❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ♠♦❞✉❧❡✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧
▼❛tr✐① ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♣✐♣♦❧❛r ❧✐♥❡✱ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡
❢✉♥❝t✐♦♥s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❖♣❡♥❈❱ ▲✐❜r❛r②✱ t❤❛t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❊✐❣❡♥ ▲✐❜r❛r②✳
✻✹
❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✇♦r❧❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❝♦✈❡r❡❞ ❜② ♣❡r✲
❢♦r♠✐♥❣ ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✱ ❜② ✉s✐♥❣ ❛♥ ❖♣❡♥❈❱ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛❧❧❡❞ tr✐❛♥❣✉❧❛t❡P♦✐♥ts✳
❚❤❡ ✸❞ ♣♦✐♥ts ❛r❡ t❤❡♥ st♦r❡❞ ✐♥ ❛ ①②③ ✜❧❡✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣♦rt❡❞ ✐♥ ♣r♦❣r❛♠s
s✉❝❤ ❛s ▼❡s❤▲❛❜✱ ▼❛t❧❛❜ ❢♦r ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❛♥❛❧②s✐s✳
✻✺
❈❤❛♣t❡r ✼
❙♦❢t✇❛r❡ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡
❚❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ✉♥❞❡r❧✐♥✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥❡❡❞s ❛♥❞
♦❜❥❡❝t✐✈❡s✿
• ❋❧❡①✐❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
• ❙✉♣♣♦rt ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ s❡♥s♦rs
• ❙✉♣♣♦rt ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛♥❞ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣
❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❤♦s❡♥ t♦ ✉s❡ ❛ ♥❡t✇♦r❦
♦❢ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♠❛❝❤✐♥❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❯❜✉♥t✉ ▲✐♥✉① ✭✶✻✳✵✹ ▲❚❙✮✳ ❖♥ t❤❡s❡
♠❛❝❤✐♥❡s ✐t r✉♥s ❛ ♠✐❞❞❧❡✇❛r❡ s♦❢t✇❛r❡ t❤❛t s✉♣♣♦rts t❤❡ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ❞❛t❛ ❡①✲
❝❤❛♥❣❡✱ t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞✉❧❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ❞✐❛❣♥♦st✐❝s✳ ❚❤❡ ❝❤♦s❡♥ s♦❢t✇❛r❡ ✐s
t❤❡ ❘♦❜♦t✐❝ ❖♣❡r❛t✐♥❣ ❙②st❡♠ ✭❘❖❙✮ t❤❛t ✐s t❤❡ ❞❡✲❢❛❝t♦ st❛♥❞❛r❞ ❢♦r r♦❜♦t✐❝
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞✱ ♠♦r❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ♦❢ ✈✐s✐♦♥ r♦❜♦t✐❝ ♦r✐❡♥t❡❞✳
❚❤❡ s♦❢t✇❛r❡ s②st❡♠ ✉t✐❧✐③❡s ❛ s❡t ♦❢ s❝r✐♣ts ❛♥❞ t♦♦❧s ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❈✰✰✶✹ ❛♥❞
P②t❤♦♥✸✳ ❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ s♦❢t✇❛r❡ ♠❛❦❡s ✉s❡ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❧✐❜r❛r✐❡s ✐♥
t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥✿ ❊✐❣❡♥ ❢♦r ♠❛tr✐① ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱ ❖♣❡♥❈❱ ❛♥❞
t❤❡ P♦✐♥t ❈❧♦✉❞ ▲✐❜r❛r②✳ ❚❤❡s❡ ❧✐❜r❛r✐❡s ❤❛✈❡ ❛ ❤✉❣❡ ✉s❡r✬s ❝♦♠♠✉♥✐t② ❛♥❞
♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❧♦t ♦❢ t❡st✐♥❣ s❡t✳ ❆ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡
✻✻
❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✿ ❚❤❡ ❧❛②❡rs ♦❢ s♦❢t✇❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ t❤❡ ✈✐s✐♦♥ s②st❡♠
✼✳✶ ❉❛t❛ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t
❚❤❡ ❞❛t❛ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t s②st❡♠ ♦❢ t❤✐s ♣r♦❥❡❝t ✐s r❡❧❡✈❛♥t✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ♠✉st ❣✉❛r✲
❛♥t❡❡ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❛❝q✉✐r❡❞ ❞❛t❛✱ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✱ r❡tr✐❡✈❛❧✱
❛♥❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❛t❛ ✐s ❜✐❣✱ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡✐r ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳
✼✳✶✳✶ ❉❛t❛ ❚②♣❡s
❚❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❞❛t❛ ♠❛♥❛❣❡❞ ❜② t❤❡ s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡s❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✿
• ❘❛✇ ❘●❇ ■♠❛❣❡s
• P♦✐♥t ❈❧♦✉❞ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✸❉ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥
• ■♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❉❛t❛ ❙tr✉❝t✉r❡s✱ ❧✐❦❡ s✉r❢❛❝❡ ❢❡❛t✉r❡s ♦r ✈♦❧✉✲
♠❡tr✐❝ str✉❝t✉r❡s
• ▼❡t❛❞❛t❛ ❘❡♣♦rts ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
• ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞✿ ♠❡s❤✱ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ str✉❝✲
t✉r❡s ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❢♦r ❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞ s②st❡♠
• ❈❆❉ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ♦t❤❡r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❤✐st♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t
✼✳✶✳✷ P✐♣❡❧✐♥❡s ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t
❚❤❡ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦✐♥❣ ♣✐♣❡❧✐♥❡s ♠❛❦❡s ❛ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
♣❤❛s❡ ♦❢ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❝❛♥ ❜❡ s❛✐❞ ❢♦r t❤❡
✻✼
❛❝q✉✐r❡❞ r❛✇ ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ♦♥❡✳ ❚❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞❛t❛ ❝♦♠❡s ❛t ❤✐❣❤
r❛t❡✱ ♦♥❡r♦✉s ❢♦r t❤❡ s②st❡♠✱ ❛♥❞ ✐t r❡q✉✐r❡s ❛ ❧♦❣❣✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t❤❛t ❡♥q✉❡✉❡
t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛s ❢❛st ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❖♥❝❡ t❤❡② ❛r❡ ❛❝q✉✐r❡❞✱ t❤❡ s②st❡♠ ❣✐✈❡s
❛ ❜❛❝❦✉♣ s②st❡♠ ❢♦r t❤❡✐r r❡❝♦✈❡r②✳
❚❤❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ❞❛t❛ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ✐s s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t✱ ❛♥②✇❛② ✐t r❡q✉✐r❡s ❛
♠❡❝❤❛♥✐s♠ t♦ ❝r❡❛t❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣✐♣❡❧✐♥❡s ♦❢ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ r❡♣❧❛② ✐t✳ ❚❤✐s ✐s
r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❞❛t❛ ♣r♦✈❡♥❛♥❝❡✳ ❉❛t❛ ♣r♦✈❡♥❛♥❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥ts t❤❡
✐♥♣✉ts✱ ❡♥t✐t✐❡s✱ s②st❡♠s✱ ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss❡s t❤❛t ✐♥✢✉❡♥❝❡s ❞❛t❛ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱ ♣r♦✲
✈✐❞✐♥❣ ❛ ❤✐st♦r✐❝❛❧ r❡❝♦r❞ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ ✐ts ♦r✐❣✐♥✳
✼✳✶✳✸ ❉❛t❛ ❙t♦r❛❣❡
▼❡t❛❞❛t❛ ❝❛♥ ❜❡ st♦r❡❞ ❡❛s✐❧② ✐♥ ❛ ❞❛t❛❜❛s❡ ❘❉❇▼❙ ✭❡✳❣✳✱ P♦st❣r❡s ♦r ▼②❙◗▲✮
t❤❛t ♠❛♥❛❣❡s t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ t❤r♦✉❣❤ ✐ts r❡❧❛t✐♦♥❛❧ s②st❡♠✳ ■♥ t❤❡
s♣❡❝✐✜❝ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✸❉ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s②st❡♠✱ t❤❡ ♠❡t❛❞❛t❛
❤❛s ❜❡❡♥ st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❏❙❖◆ ❢♦r♠❛t✳
❆ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❤✉❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❛t❛
❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✈✐s✐♦♥ s②st❡♠✳ ❉❛t❛❜❛s❡s ♣r♦✈✐❞❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❢♦r st♦r✐♥❣ ❜✐❣
❞❛t❛✱ s✉❝❤ ❛s ❇▲❖❇✱ ❇✐♥❛r② ▲❛r❣❡ ❖❜❥❡❝ts✱ ❜✉t t❤❡② ❞♦ ♥♦t ♠❡❡t t❤❡ s♣❡❡❞
r❡q✉✐r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✳ ❚❤✉s✱ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ❞❛t❛ ✐s ♠❡♠♦r✐③❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧②
❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡✳
❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t❤❡ s②st❡♠ ❍❉❋✺✳ ■t ✐s ❛ ❝♦♥t❛✐♥❡r ♦❢
tr❡❡✲str✉❝t✉r❡❞ ❞❛t❛ t❤❛t ✐s ❛❜❧❡ t♦ st♦r❡ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛rr❛②s✱ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s
❛♥❞ ❧✐♥❦s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ✐t ✐s ✈❡r② ❝♦♠♠♦♥ ✐♥ t❤❡ s❝✐❡♥t✐✜❝ ✜❡❧❞✱ ✐t s❤♦✇s s♦♠❡
❞r❛✇❜❛❝❦s✿
• ❈✉♠❜❡rs♦♠❡ ❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥
• ❊①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ✉♥✐q✉❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ♦♣❡♥ s♦✉r❝❡ ❧✐❜r❛r②✱ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❈
• ❙♦♠❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s r❡❝♦❣♥✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ✭❡✳❣✳ r❡♠♦✈❛❧✮
• ▲✐♠✐t❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♠❡♠♦r②✲♠❛♣♣❡❞ ❛❝❝❡ss ♦❢ ❞❛t❛
❚❤❡♥✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❤♦s❡♥ t♦ ✉s❡ t❤❡ ❘❖❙ ❜❛❣ s②st❡♠✳ ❘❖❙ ❜❛❣ ✐s t❤❡ ♠❡❝❤❛✲
♥✐s♠ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❘❖❙ ❢♦r ❞❛t❛ st♦r❛❣❡✳ ❚❤❡② ♣r♦✈✐❞❡ st♦r❛❣❡ ✐♥ ❝♦♠♣r❡ss❡❞
✻✽
❞❛t❛ ❝❤✉♥❦s✱ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t❡♥t✱ ✐♥❞❡①✐♥❣✳ ❚❤❡ ♠❡ss❛❣❡s ❡♠✲
❜❡❞❞❡❞ ✐♥ ❛ ❘❖❙ ❜❛❣ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ♣r❡✲❧♦❛❞❡❞✳ ❚❤❡s❡ ❜❛❣ ✜❧❡s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ♣❧❛②❡❞
❜❛❝❦ ✐♥ ❘❖❙ t♦ t❤❡ s❛♠❡ t♦♣✐❝s t❤❡② ✇❡r❡ r❡❝♦r❞❡❞ ❢r♦♠✱ ♦r ❡✈❡♥ r❡♠❛♣♣❡❞
t♦ ♥❡✇ t♦♣✐❝s✳
✼✳✷ ❘❖❙ ❖r❣❛♥✐③❛t✐♦♥
■♥ ❘❖❙ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡✜♥❡ ♣❛❝❦❛❣❡s✳ ❆ ♣❛❝❦❛❣❡ ✐s t❤❡ ❜❛s✐❝ ✉♥✐t ♦❢ ❘❖❙ t❤❛t
❤❛✈❡ t❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛♥ ❡❛s② ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❢♦r s♦❢t✇❛r❡ r❡✉s✐♥❣✳ P❛❝❦❛❣❡s
❝❛♥ ❝♦♥t❛✐♥ ❞❛t❛✱ s❝r✐♣ts✱ ♠❡ss❛❣❡s ❛♥❞ ❡✈❡♥ s❡r✈✐❝❡s✳ ❋♦r t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤❡
t❤❡s✐s ✇❡ ❝❛♥ ❞✐✈✐❞❡ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐♥ s♦♠❡ ♣❛❝❦❛❣❡s✿
• ❈❛♠❡r❛ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♣❛❝❦❛❣❡ t❤❛t ❝❛❧✐❜r❛t❡s t❤❡ ❝❛♠❡r❛
• Pr♦❥❡❝t♦r✲❈❛♠❡r❛ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♣❛❝❦❛❣❡ t❤❛t ❝❛❧✐❜r❛t❡s t❤❡ ✐♥tr✐s✐❝s
♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t♦r ❛♥❞ t❤❡ ❡①tr✐♥s✐❝s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠
• ■♠❛❣❡ ❆❝q✉✐s✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♣❛❝❦❛❣❡ t❤❛t ❛❝q✉✐r❡s ✐♠❛❣❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❝❛♠❡r❛✱
❛♥❞ ❝r❡❛t❡s t❤❡ ❞❛t❛s❡t ❢♦r ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ✸❉ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ■t st♦r❡s
✐♥t♦ ❘❖❙ ❜❛❣s ❛ ❢r❛♠❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛tt❡r♥✱ ❛♥❞ ❛ ❢r❛♠❡ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ♣❛tt❡r♥✱
❛♥❞ s♦ ♦♥✳ ❚❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡
♣❛tt❡r♥✱ ❛r❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥❞❡①✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❘❖❙ ❜❛❣✳
• ■♠❛❣❡ ❊①tr❛❝t♦r✱ t❤❡ ♣❛❝❦❛❣❡ t❤❛t ✜❧t❡r t❤❡ ❘❖❙ ❜❛❣s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡
■♠❛❣❡ ❆❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♣❛❝❦❛❣❡✱ t♦ s❡♣❛r❛t❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♣❛tt❡r♥
❢r♦♠ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ✇✐t❤♦✉t ✐t✳
• ✸❉ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♣❛❝❦❛❣❡ t❤❛t ♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ✸❉ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳
❚❤✐s ♣❛❝❦❛❣❡ ✐s ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❞❛♣t t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✇♦r❦✐♥❣
♠♦❞❡s✿ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❛♠❡r❛s✱ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ♣❛tt❡r♥✳
❚❤✐s ♣❛❝❦❛❣❡s ❝❛♥ ❝♦♥t❛✐♥ ❛❧s♦ ♦t❤❡r ♣❛❝❦❛❣❡s✳ ❚❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞
❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❘❖❙ ♠❡t❛✲♣❛❝❦❛❣❡s✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ♠♦❞✉❧❛r✐t② ♦❢
t❤❡ s②st❡♠ ❛♥❞✱ s✐♥❝❡ t❤✐s ♣❛❝❦❛❣❡s ❛r❡ r✉♥ ❛s ♥♦❞❡s ✐♥ ❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞ s②st❡♠✱
✐t ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ✐♥t❡r♦♣❡r❛❜✐❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡s✳ P❛❝❦❛❣❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛❧s♦
❡❛s✐❧② ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ r♦s❧❛✉♥❝❤ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❘♦s❧❛✉♥❝❤ t❛❦❡s ✐♥
♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ ❳▼▲ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✜❧❡s ✭✇✐t❤ t❤❡ ✳❧❛✉♥❝❤ ❡①t❡♥s✐♦♥✮ t❤❛t s♣❡❝✐❢②
✻✾
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ s❡t ❛♥❞ ♥♦❞❡s t♦ ❧❛✉♥❝❤✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡s t❤❛t t❤❡②
s❤♦✉❧❞ ❜❡ r✉♥ ♦♥✳ P❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ s✐♥❝❡ ✐t ❛❧❧♦✇s
t♦ r❛♣✐❞❧② r❡❝♦♥✜❣✉r❡ t❤❡ s②st❡♠ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✳
✼✵
❈❤❛♣t❡r ✽
❚❡st ❛♥❞ ❘❡s✉❧ts
❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛♥❞ s♦♠❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ t❡st ♣❡r❢♦r♠❡❞
❢♦r ❛ss❡ss✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞
✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❚❤❡ t❡st ❤❛s ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❊♠❡r❣❡♥t ❈❛♠❡r❛ ❍❚✶✷✵✵✵
✇✐t❤ ❛ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ 4096 × 3072♣① ❛♥❞ ❛ ❉▲P ❉❡❧❧ ✺✶✵✵ Pr♦❥❡❝t♦r ✇✐t❤ ❛
r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ 1400 × 1050♣①✳ ❚❤❡ ❞❡✈✐❝❡s ❛r❡ ♠♦✉♥t❡❞ ♦♥ ❛ r✐❣✐❞ str✉❝t✉r❡
❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❇♦s❝❤ ❘❡①r♦t❤ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ❡❧❡♠❡♥ts✳
❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✿ ❚❤❡ r✐❣✐❞ str✉❝t✉r❡ ✇❤❡r❡ ❛r❡ ♠♦✉♥t❡❞ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡s
✼✶
✽✳✶ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❙②st❡♠
✽✳✶✳✶ ❈❛♠❡r❛ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❘❡s✉❧ts
❚❤❡ ❈❛♠❡r❛ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ♣❧❛♥❡ ♠❛❞❡ ✐♥ ❋♦r❡①
♠♦✉♥t❡❞ ♦♥ ❛ tr✐♣♦❞ ❛t ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ 2.5♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❛♠❡r❛✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦
❝❛❧✐❜r❛t❡ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ♥❡❛r t♦ t❤❡ ✇♦r❦✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❝❛❧✐✲
❜r❛t✐♦♥ ✐s ❜❛s✐❝❛❧❧② ❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❖♥t♦ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❣❧✉❡❞ ❛ ❝❤❡ss❜♦❛r❞✳
❚❤❡ ❝❤❡ss❜♦❛r❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ♦❝❝✉♣② ❛♥ ❛r❡❛ ❛s ❧❛r❣❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡
❝❛♠❡r❛ ❢r❛♠❡✳ ❙♦✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❤♦s❡♥ t♦ ❜❡ ♣r✐♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❆✶ ♣❛♣❡r s✐③❡ ❢♦r✲
♠❛t ✭594× 841 ♠♠✮✳ ❚❤❡ ❝❤❡ss❜♦❛r❞ ❤❛s ❛♥ ♦❞❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r♦✇s ❛♥❞ ❛♥ ❡✈❡♥
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦❧✉♠♥s t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❝♦r♥❡rs ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✲✐♥✈❛r✐❛♥t✳
❚❤❡ tr✐♣♦❞ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ❛ ❜❡tt❡r st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡✱ ❧✐♠✐t✐♥❣ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ✐s ♠♦r❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ t♦ ♣❧❛❝❡ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ✐♥
♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♠♦r❡ r♦❜✉st✳ ❚❤❡ ✜❣✉r❡ ❜❡❧♦✇ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡
❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✿ ❆ ♣❤♦t♦ ♦❢ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣❧❛♥❡
❘❡♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❊rr♦rs ♦❢ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❞❛t❛ s❡t✳ ❆s ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✱ t❤❡ ❡rr♦rs
✼✷
❢♦r♠s ❛ s♦rt ♦❢ ❝✐r❝❧❡ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♣♦✐♥t (0, 0)✳ ❚❤✐s ✐s ❛ s✐❣♥ ♦❢ ❛ ❣♦♦❞ ❝❛❧✐❜r❛✲
t✐♦♥✳
❋✐❣✉r❡ ✽✳✸✿ ❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ r❡♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❡rr♦rs ✐♥ ❝❛♠❡r❛✬s ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥
❚❤❡ ❘▼❙ ♦❢ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✐s 0.32♣①✳
✼✸
✽✳✶✳✷ Pr♦❥❡❝t♦r ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❘❡s✉❧ts
❚❤❡ Pr♦❥❡❝t♦r ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ♣r♦❥❡❝t✐♥❣ ❛ ❝❤❡ss❜♦❛r❞ ♣❛t✲
t❡r♥ ♦♥t♦ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣❧❛♥❡✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥ ❖♣❡♥●▲ t♦♦❧ t♦ ❝♦♥✲
tr♦❧ t❤❡ s✐③❡✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❡ss❜♦❛r❞ t♦ ♣r♦❥❡❝t ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ♣r♦❥❡❝t ❝♦rr❡❝t❧② t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ♦♥t♦ t❤❡ ♣❧❛♥❡✳ ❚❤❡ ✜❣✉r❡ ❜❡❧♦✇ s❤♦✇s t❤❡
r❡♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❡rr♦rs ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ♣✐①❡❧s✳
❋✐❣✉r❡ ✽✳✹✿ ❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ r❡♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❡rr♦rs ✐♥ ♣r♦❥❡❝t♦r✬s ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥
❚❤❡ ❘▼❙ ♦❢ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✐s 0.95♣①✳ ❚❤❡ ♣r♦❥❡❝t♦r ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✬s t♦♦❧ ❣✐✈❡s
❛❧s♦ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡
❢r❛♠❡ ♣❧❛❝❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝❛♠❡r❛✬s s❡♥s♦r✳
✼✹
✽✳✷ ✸❉ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❙②st❡♠
❋♦r ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ✸❉ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❙②st❡♠ ✇❡ t❛❦❡ ❛♥ ✐♠❛❣❡
❛s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ t♦ t❤❡
♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞✳ ❚❤❡ ♣❛tt❡r♥ t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡s❡ t❡sts ✐s ❛ ❉❡ ❇r✉✐❥♥
❝♦❧♦r❡❞ ❣r✐❞✱ ✇✐t❤ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧✐♥❡s ❝♦❧♦r❡❞ ✐♥ r❡❞ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❡s ✐♥ ❣r❡❡♥✳
❚❤❡ ❛❧♣❤❛❜❡t s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❉❡ ❇r✉✐❥♥ s❡q✉❡♥❝❡ ❤❛s ❜❡❡♥ s❡t t♦ ✶✷✺✱ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠✲
❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ (k, n) = (5, 3)✳
❋✐❣✉r❡ ✽✳✺✿ ❆ ❝❛♣t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ❢♦r t❤❡ ✸❉ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❙②st❡♠ ❚❡st
✽✳✷✳✶ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
❚❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❡①tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✐♠❛❣❡
❛♥❞ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ❢♦r t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❡①tr❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
♣✐♣❡❧✐♥❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✻✳
❆s ✇❡ ❝❛♥ s❡❡✱ t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞ ❧✐♥❡s ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦rr❡❝t❧② ❞❡t❡❝t❡❞✱ ❛♥❞
t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♥♦✐s❡ ✐s ✈❡r② ❧♦✇✳
✼✺
❋✐❣✉r❡ ✽✳✻✿ ❆ ❝❛♣t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ❢♦r t❤❡ ✸❉ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❙②st❡♠ ❚❡st
✽✳✷✳✷ ◆❡t✇♦r❦ ❊①tr❛❝t✐♦♥
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✐t ✐s s❤♦✇♥ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ♥❡t✇♦r❦ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❢r♦♠
t❤❡ s❡❣♠❡♥t❡❞ ✐♠❛❣❡✳
■♥ t❤❡ ♣✐❝t✉r❡ ✽✳✼✱ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛r❡ t❤❡ ❜r✐❣❤t❡st ✇❤✐t❡ ❝✐r❝❧❡s
❛♥❞ t❤❡ ❡❞❣❡ ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ❛s ❧✐♥❡s ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❣r✐❞ ❝r♦ss✐♥❣✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ✈❡rt✐❝❡s t❤❛t t❤✐s ♣r♦❝❡ss ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❜❧❡ t♦ r❡tr✐❡✈❡ ✐s ❛❧♠♦st ❡q✉❛❧ t♦ 6000✳
❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞ ✐s 15000 ❛♥❞ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡
♣r♦❥❡❝t❡❞ ❛r❡❛ ❞✐❞ ♥♦t ❝♦✈❡r t❤❡ ♣❧❛♥❡✱ t❤✐s ✐s ❛♥ ❡♥❝♦✉r❛❣✐♥❣ r❡s✉❧t✳
✽✳✷✳✸ ❈♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❙❡❛r❝❤
❚❤❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ♥❡t✇♦r❦ ✐s t❤❡ ✐♥♣✉t ✜❧❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s s❡❛r❝❤ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❝❤❡❝❦ ♦❢ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ✐t ❣❡♥❡r❛t❡s ❛♥ ❡rr♦r
❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♠❡❛♥ ❢♦r ❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝✲
t✐♦♥✳
❆s ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✽✳✽✱ t❤❡ ❡rr♦r ❢✉♥❝t✐♦♥ ❤❛s ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠✱
❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ✐s✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ❝♦rr❡❝t s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r
✼✻
❋✐❣✉r❡ ✽✳✼✿ ❚❤✐s ♣✐❝t✉r❡ ❣✐✈❡s ❛ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❡①✲
tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛tt❡r♥✳ ❚❤❡ ❜r✐❣❤t ❝✐r❝❧❡s ♦♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❛r❡ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢
t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❣r✐❞ ❝r♦ss✐♥❣s✳ ❊❞❣❡s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s
❧✐♥❡s t❤❛t ❧✐♥❦s t✇♦ ✈❡rt✐❝❡s✳
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤✐s ❤❛s ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ✉s❡ ♦❢
❉❡ ❇r✉✐❥♥ s♣❛❝❡❞ ❣r✐❞s✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ✇✐♥❞♦✇ ✉♥✐q✉❡♥❡ss✳ ▼♦r❡✲
♦✈❡r✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❡rr♦r ✐s ✈❡r② ❧♦✇✱ t❤✉s ❣✉❛r❛♥t❡❡✐♥❣ ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✳
✽✳✷✳✹ P♦✐♥t ❈❧♦✉❞
❋✐♥❛❧❧②✱ ♦♥❝❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠
❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❝♦✈❡r t❤❡ ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞ ♦❢ t❤❡ s❝❡♥❡✳
❲✐t❤ t❤❡ ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ s♦♠❡ ❡❛s② ❛♥❛❧②s✐s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢
✇❡ t❤✐♥❦ t❤❛t t❤❡ tr❛✐♥ ❤❛s t♦ ❜❡ ❛t ❛ ❩ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ 2.5♠ t❤❡ s②st❡♠ ❝♦✉❧❞ ❣✐✈❡
❛ r❛✇ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡❢❡❝ts ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ③✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦❢ ♣♦✐♥ts
✇✐t❤ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ t❤r❡s❤♦❧❞ ❧❡✈❡❧✳ ■♥ t❤✐s ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ✇❛s ❛t ❛ ❞✐st❛♥❝❡
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Correspondence: Error Function
❋✐❣✉r❡ ✽✳✽✿ ❚❤❡ ❡rr♦r ❢✉♥❝t✐♦♥✱ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ ❝♦♠♣✉t❡❞
❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s s❡❛r❝❤✐♥❣✳ ❲❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t ❤❛s ❛ ❣❧♦❜❛❧
♠✐♥✐♠✉♠ t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❝♦rr❡❝t s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤✐s ✐s
♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛♥❦s t♦ ❉❡ ❇r✉✐❥♥ s♣❛❝❡❞ ❣r✐❞s✬ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ✇✐♥❞♦✇ ✉♥✐q✉❡♥❡ss✳
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❋✐❣✉r❡ ✽✳✾✿ ❚❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✸❉ ❙❝❡♥❡
♦❢ 2♠ ❢r♦♠ t❤❡ ✈✐s✐♦♥ s②st❡♠✱ t❤✉s ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s❡t t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❡q✉❛❧ t♦
1.9♠✳ ❲❤❛t❡✈❡r ✐s ♥❡❛r❡r t❤❛♥ t❤✐s ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✇✐t❤ ❛ r❡❞ ❝♦❧♦r✳
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❚❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤✐s t❡st ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✵✳
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❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✵✿ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦♥ ❛ ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞✳ ❚❤❡ ❤❡❧♠❡t ✐s ❝♦❧♦r❡❞
✐♥ r❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t st❛♥❞s ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡✱ ❛t ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ 1.8♠ ❢r♦♠ t❤❡
✈✐s✐♦♥ s②st❡♠✳
✼✾
❈❤❛♣t❡r ✾
❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s
■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♥❛❧②③❡❞ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ r❛✐❧✇❛② ✐♥❞✉str②✳ ■t
❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ r❡❝♦✈❡r✐♥❣ t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❢r♦♠ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s
♦❢ t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦✳ ❙✉❝❝❡ss✐✈❡❧②✱ ✐t ❤❛s s❤♦✇♥ ❤♦✇ t♦ ❞❡s✐❣♥ t❤❡ ✈✐s✐♦♥ s②st❡♠
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❡❡t t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ✐♠♣❧✐❡❞ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡
❜❛s✐❝ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡s ❛♥❞ s♦♠❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t
t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ s♦♠❡ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❡♦r② ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ ❝♦♠♣✉t❡r
✈✐s✐♦♥ s②st❡♠s✿ t❤❡ ♣✐♥❤♦❧❡ ❝❛♠❡r❛ ♠♦❞❡❧✱ s♦♠❡ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ st❡r❡♦ ✈✐s✐♦♥✱ t❤❡
❡♣✐♣♦❧❛r ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ ❛ ❜r✐❡❢ t❛①♦♥♦♠② ♦❢ str✉❝t✉r✐♥❣ ❧✐❣❤t t❡❝❤♥✐q✉❡s✳
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡rs ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♥❛❧②③❡❞ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ s②st❡♠✱ ❜♦t❤ ❢♦r
t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t♦r✳ ❋♦r t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t♦r ❤❛s ❜❡❡♥
✉s❡❞ t❤❡ ♣r♦❝❛♠ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜② ❋❛❧❝❛♦ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✸❪✳ ❚❤✐s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s②st❡♠
s❡ts ❛ ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳
❚❤❡♥✱ ✇❡ s❤♦✇❡❞ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡ t♦ r❡❛❧✐③❡ ❛ ✸❉ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❙②st❡♠✱
r♦❜✉st t♦ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ ❧✐❣❤t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❛❜❧❡ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t ❧❛r❣❡ ❛r❡❛s✳ ❚❤❡
r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝❛r❡❢✉❧❧② ❞❡s✐❣♥❡❞
✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♣✐♣❡❧✐♥❡✱ t❤❛t ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❡①tr❛❝t ♠♦st ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❧✐♥❡s
❝❛♣t✉r❡❞ ❜② t❤❡ ❝❛♠❡r❛✱ ✇✐t❤ s✉❜✲♣✐①❡❧ ❛❝❝✉r❛❝②✳
❆❢t❡r t❤❛t✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ s✐♠♣❧❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ✷❉ ◆❡t✇♦r❦ ♦❢
t❤❡ ❣r✐❞ ♣❛tt❡r♥✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❛✐♥ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡
❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ ❛ ❣r✐❞ ❝r♦ss✐♥❣✳ ❚❤❡♥✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❯❧✉s♦② ❡t ❛❧✳ ✐♥ ❬✹❪✱ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ♣❧❛♥❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t♦r ♣❧❛♥❡✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡
❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞✱ t❤❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✇♦r❧❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❣r✐❞
✽✵
❝r♦ss✐♥❣ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ ❛ s✐♠♣❧❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳
❚❤❡♥✱ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡❞ t❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✐♠♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ❤✉❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❛t❛ t♦
t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛ ✇❛② ♦❢ ♠❛♥❛❣✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡
♠♦❞✉❧❡s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❢♦r t❤✐s t❤❡s✐s ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✳
❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✉s❡❞ ❘❖❙✱ t❤❡ ❘♦❜♦t✐❝ ❖♣❡r❛t✐♥❣ ❙②st❡♠✱ t♦ ♠❛♥❛❣❡ ♥♦❞❡s ❛♥❞
st♦r❡ t❤❡ ❤✉❣❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥t♦ ❘❖❙ ❜❛❣s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥
s❤♦✇♥ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ t❡sts ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛❜♦r❛t♦r②✳
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✷✳✶ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ▼❛♣✿ t❤✐s t❛❜❧❡ s❤♦✇s t❤❡ ♠♦❞✉❧❡s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❞❡✲
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❘✐♥❣r❛③✐❛♠❡♥t✐
◗✉❡st♦ ❧❛✈♦r♦ ❞✐ t❡s✐ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ✐❧ ♠✐♦ ♣❡r❝♦rs♦ ❞❛ st✉❞❡♥t❡ ✉♥✐✈❡rs✐t❛r✐♦✳ ❙❡tt❡
❛♥♥✐ t❛♥t♦ ✐♥t❡♥s✐ q✉❛♥t♦ ✐♠♣♦rt❛♥t✐ ♣❡r ❧❛ ♠✐❛ ❝r❡s❝✐t❛ ✉♠❛♥❛ ❡ ♣r♦❢❡ss✐♦♥❛✲
❧❡✳ P❡r q✉❡st♦ ♠♦t✐✈♦✱ r✐♥❣r❛③✐♦ t✉tt✐ ✐ Pr♦❢❡ss♦r✐ ❝❤❡✱ ♥❡❧ ❜❡♥❡ ♦ ♥❡❧ ♠❛❧❡✱ ♠✐
❤❛♥♥♦ ❛✐✉t❛t♦ ❛ ❞✐✈❡♥t❛r❡ ✉♥ ♣r♦❢❡ss✐♦♥✐st❛ ♣✐ù ❢♦rt❡ ❡ ❝❛♣❛❝❡✳
■♥ ♠♦❞♦ ♣❛rt✐❝♦❧❛r❡ ✈♦❣❧✐♦ r✐♥❣r❛③✐❛r❡ ✐❧ Pr♦❢✳ ❈❛r❧♦ ❆❧❜❡rt♦ ❆✈✐③③❛♥♦ ❡ ✐❧
Pr♦❢✳ ❊♠❛♥✉❡❧❡ ❘✉✛❛❧❞✐✱ r❡❧❛t♦r✐ ❞✐ q✉❡st♦ ❧❛✈♦r♦ ❞✐ t❡s✐✱ ♣❡r ❧❛ ❧♦r♦ ❡str❡♠❛
❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐tà ❡ ❝♦♠♣❡t❡♥③❛✳
❊✬ ❛❧tr❡sì ❞♦✈❡r♦s♦ r✐♥❣r❛③✐❛r❡ ❞✐ ❝✉♦r❡ t✉tt✐ ✐ r❛❣❛③③✐ ❞❡❧ ▲❛❜♦r❛t♦r✐♦ ❞✐ ❘♦❜♦✲
t✐❝❛ P❡r❝❡tt✐✈❛ ❞❡❧❧❛ ❙❝✉♦❧❛ ❙✉♣❡r✐♦r❡ ❙❛♥t✬❆♥♥❛ ✭P❊❘❈❘❖✮✳ ■♥ s♣❡❝✐❛❧ ♠♦✲
❞♦✿ ❊r✐❦❛ ❉✐ ❙t❡❢❛♥♦✱ P❛♦❧♦ ●❛s♣❛r❡❧❧♦✱ ❆♥❞r❡❛ P✐❛r✉❧❧✐✱ ❆❧❡ss❛♥❞r♦ ●r❛③✐❛♥♦✱
▼✐❝❤❡❧❡ ▼❛♠❜r✐♥✐ ❡ ❆❧❡ss❛♥❞r♦ ◆✐❝♦❧❡tt✐✳ ▼✐ ❤❛♥♥♦ ❢❛tt♦ s❡♥t✐r❡ ✈❡r❛♠❡♥t❡ ❛
❝❛s❛ ❡❞ è st❛t♦ ❜❡❧❧♦ ♣♦t❡r ❧❛✈♦r❛r❡ q✉♦t✐❞✐❛♥❛♠❡♥t❡ ❝♦♥ ❧♦r♦✳
❘✐♥❣r❛③✐❛t❡ ❧❡ ♣❡rs♦♥❡ ❝❤❡ ♠✐ ❤❛♥♥♦ s✉♣♣♦rt❛t♦ ❞✉r❛♥t❡ ✐❧ ❧❛✈♦r♦ ❞✐ t❡s✐✱ è
❧❛ ✈♦❧t❛ ❞✐ ❝❤✐ ♠✐ ❤❛ ✬s♦♣♣♦rt❛t♦✬✳
❯♥ ❣r❛♥❞❡ r✐♥❣r❛③✐❛♠❡♥t♦ ✈❛ ❛✐ ♠✐❡✐ ❣❡♥✐t♦r✐ ❝❤❡ ❤❛♥♥♦ ✐♥✈❡st✐t♦ t❛♥t♦ s✉
❞✐ ♠❡ ❡ ♠✐ ❤❛♥♥♦ s❡♠♣r❡ s♦st❡♥✉t♦✳
❯♥❛ ❣r❛♥❞❡ s♣✐♥t❛ ❛ ♥♦♥ ♠♦❧❧❛r❡ ♠❛✐✱ ❛♥❝❤❡ ♥❡✐ ♠♦♠❡♥t✐ ♣✐ù ❞✐✣❝✐❧✐✱ è
✈❡♥✉t❛ ❛♥❝❤❡ ❡ s♦♣r❛tt✉tt♦ ❞❛❣❧✐ ❛♠✐❝✐ ❡ ❝♦❧❧❡❣❤✐✳ ■♥s✐❡♠❡ ❛ ❊♠✐❧✐❛♥♦✱ ❝❤❡
❝♦♥♦s❝♦ ❞❛❧❧❛ ♣r✐♠❛ s✉♣❡r✐♦r❡✱ ❡ ❉❛♥✐❡❧ ❛❜❜✐❛♠♦ ❝♦♠♣♦st♦ ✐❧ ❣r✉♣♣♦ ❞✐ ❧✐✈♦r✲
♥❡s❛❝❝✐ ❞✐ q✉❡st♦ ❝♦rs♦ ❞✐ st✉❞✐✳ ❆❜❜✐❛♠♦ ❢♦r♠❛t♦ ✉♥ ❣r✉♣♣♦ ♠♦❧t♦ ✉♥✐t♦ ❡ ❝✐
s✐❛♠♦ s❝❛♠❜✐❛t✐ ♠♦t✐✈❛③✐♦♥✐ ❡ ❝♦♥s✐❣❧✐ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧✐ ✜♥♦ ❛ r❛❣❣✐✉♥❣❡r❡ r✐s✉❧✲
t❛t✐ ❡❝❝❡❧❧❡♥t✐ ✐♥ ✉♥ ♣❡r❝♦rs♦ ❞✐ st✉❞✐ ❝♦sì ❞✐✣❝✐❧❡✳ ▲❛ ♣r♦✈❛ ✈✐✈❡♥t❡ ❞❡❧ ❞❡tt♦
✽✻
❧✬✉♥✐♦♥❡ ❢❛ ❧❛ ❢♦r③❛✳
❯♥ ❛❜❜r❛❝❝✐♦ ❛ t✉tt✐ ❣❧✐ ❛♠✐❝✐ ❝❤❡ ❤❛♥♥♦ ❞♦✈✉t♦ s♦♣♣♦rt❛r❡ s♣❡ss♦ ❧❛♠❡♥✲
t❡❧❡ ❡ ❣r❛♥❞✐ ❛ss❡♥③❡ ❞❛ ♣❛rt❡ ♠✐❛✳ ❱♦❣❧✐♦ r✐♥❣r❛③✐❛r❡ ✐♥ ♣❛rt✐❝♦❧❛r ♠♦❞♦ ✐ ♠✐❡✐
❞✉❡ ♠✐❣❧✐♦r✐ ❛♠✐❝✐✿ ❋r❛♥❝❡s❝♦ ❡ ❉❛r✐♦✳
❯♥ ♣❡♥s✐❡r♦ ❛♥❝❤❡ ❛ ❝❤✐ ♥♦♥ ❝✬è ♣✐ù ❡ ❛✈r❡❜❜❡ ✈♦❧✉t♦ ❡ss❡r❝✐✳
✽✼
